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Grawitacja i niezmienniczosé

W autobiografii' Einsteina [1], pisanej na kilka lat przed $miercia,
mozna znalez¢é nastepujgce slowa:

. 0gblna teoria wzglednosci opiera sie na nastqpfujacym podstawowym
stvxmerdzemu Prawa przyrody powinny sie wyrazaé¢ przy pomocy réwnan
kowariantnych wzgledem grupy ciaglych przeksztalceri wspolrzednych...”.

W liscie do Infelda, noszacym date 17.1.1955, pisze Einstein
na temat wykladu, ktéry Infeld mial wyglosi¢ w Berlinie dla uczeze-
nia 50-lecia teorii wzglednosci [2]:

»nZdaje mi sie, ze byloby pigknie, gdyby Pan w swoim kazaniu wyjas-
niz, ze punkt ciezkosci teorii tkwi w ogélnej zasadzie wzglednosci. Bo wie-
kszos¢ wspblczesnych fizykéw jeszcze tego nie zrozumiala”. :

Jednym z gléwnych oponentéw Einsteina, o ktorych wspomina
w tym liscie jest Fock. W szeregu artykuléw oraz w niedawno wyda-
nej ksigzce [3] przedstawia on, odmienna od ogdlnie przyjetej, interpre-
tacje teorii Einsteina. Zasadnicze elementy pogladéw Focka sg
nastepujace: ogdlna teoria wzglednosci to po prostu relatywistyczna teoria
grawitacji oparta na zalozeniu riemannowskiej struktury czasoprzestrze-
ni. Nazwa ,,0gélna teoria wzglednosci” jest niewlasciwa, gdyz w teorii
grawitacji jest mniej ,,wzglednosci”, rozumianej jako wyraz jednorodnosci
czasoprzestrzeni, niz w szczegblnej teorii wzglednosci. Fock uwaza, ze
0g6lna niezmienniczo$¢ réwnan grawitacji, do ktérej Einstein przy-
wiazywal duza wage, nie posiada znaczenia fizycznego. To, ze w einsteino-
wskim sformutowaniu teorii grawitacji nie ma uprzywilejowanych ukla-
dow wspélrzednych, Fock poczytuje za wade tej teorii.' Aby temu zara-
dzi¢, wprowadza on jako wyréznione, tzw. uktady harmoniczne, majace
stanowi¢ uogélnienie ukladéw inercjalnych. Fock odmawia réwniez
zasadzie réwnowaznosci tego znaczenia, ktére jej przypisywat Einstein,
Wedlug Focka réwno$¢ masy bezwladnej i wazkiej wyczerpuje tresé
tej zasady.

Ogoblna teoria wzglednosci powstala 40 lat temu; od dawna stanowi ona
przedmiot zainteresowania tylko bardzo niewielkiej grupy fizykéw. Nasu-
waja sie powazne watpliwosci: czy warto sie w ogéle Zajmowaé sporami,

[3]
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dotyczacymi interpretacji pewnych pojeé teorii, ktora jest bardzo odlegta
od wszelkich zastosowan praktycznych. Watpliwosci te bylyby uzasad-
nione, gdyby nie szczegblne miejsce, jakie zajmuje interesujgca nas teoria
we wspolczesnej fizyce. Ogolna teoria wzglednosci to réwnoczesnie teoria
grawitacji i teoria okreélajaca budowe czasoprzestrzeni, jedyna istniejgca
teoria ogblnieniezmiennicza. Jest ona, jak dotad, jedyna udang teorig
realizujaca czeSciowo piekng idee geometryzacji fizyki. Réwnania pola
grawitacyjnego sa nieliniowe, ale to chyba nie jest jedyna przyczyna tego,
ze pole to, jak na razie skutecznie opiera sig wszelkim probom kwanto-
wania.

Wszystkie te wzgledy wydaja sie przemawia¢ za celowoscig doklad-
nego wyjasnienia podstaw fizycznych ogélnej teorii wzglednosci i uzyska-
nia jednoznacznej interpretacji podstawowych jej poje¢. W niniejszym
artykule, ktéry nalezy rozumie¢ jako glos w dyskusji, postaramy sie omo-
wié znaczenie niezmienniczosci réwnan fizyki, role zasady réwnowaznosci
oraz kwestie ukladéw wspolrzednych w ogoélnej teorii wzglednosci. Za-
gadnienia te odegraly wazng role w rozwoju teorii i od samego poczatku
byly przedmiotem wielu nieporozumien i polemik.

Réwnocze$nie z powstaniem szczegélnej teorii wzglednosci oczywista
stala sie konieczno$é zbudowania nowej, relatywistycznej teorii grawi-
tacji, zgodnej z zasadg oddzialywania z bliska, a wiec teorii polowej. Wy-
chodzac ze stwierdzonej doswiadezalnie réwnosci masy bezwladnej i waz-
kiej Einstein zauwazyl, ze pola grawitacyjne posiadaja wiele cech
wspblnych z polami sit pozornych, ktére powstaja przy stosowaniu nieiner-
cjalnych, przyépieszonych ukladéw odniesienia. Opierajac sie na tym spo-
strzezeniu Einstein wysunat w 1907 r. [4] my$]l uog6lnienia zasady
wzglednoéci na uklady inne niz inercjalne, to znaczy takiego sformulowa-
nia praw przyrody, aby nie zmieniaty one postaci przy przejsciu do dowol-
nie poruszajacych sie ukladow odniesienia.” Swiatto niesie energie, a tej
z kolei towarzyszy masa; mozna sie wiec spodziewaé, ze promienie §wietlne
beda, podobnie jak ciala niebieskie, odchylane w polu grawitacyjnym.
w takim razie predko$¢ §wiatla w polu grawitacyjnym nie moze by¢ stala.
Einstein poczatkowo prébuje okresla¢ statyczne pole grawitacyjne
przy pomocy wielko$ci predkosci $wiatla, utozsamiajac ja z potencjatem
grawitacyjnym [5]. Dopiero w 1914 r. Einste in i Grossman [6]
pokazuja, ze pole grawitacyjne nalezy opisywaé przy pomocy pola me-
trycznego g,, ; PrZy pomocy g,g mozna zapisaé rownania ruchu, rowna-
nia Maxwella i prawa zachowania w postaci ogoélniekowariantnej. Lata
1914—1915 byly poswiecone poszukiwaniu ogblnieniezmienniczych row-
nan pola grawitacyjnego. Jest rzecza charakterystyczna, ze¢ Einstein
w pewnym okresie zrezygnowal z nakladania na réwnania pola warunku
ogblnej niezmienniczo$ci, a nawet opublikowat prace [7], w ktérej wyka-
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zywal, ze r6wnania pola grawitacyjnego nie moga byé ogélnie niezmien-
nicze. Pozniej jednak Einstein powrécit do warunku ogélnej nie-
zmienniczos$ci; opublikowane w ostatecznej postaci w 1916 r. [8] réwnania
pola czynily zado$¢ temu warunkowi. Dalsze lata przyniosty potwierdze-
nie doswiadczalne teorii, znaleziono rézne Sciste i przyblizone rozwiazania
réwnan pola i badano ich wlasnosci, ale sama ogélna teoria wzglednoéei
przetrwala w zasadzie w niezmienionej formie do dzi$. Pojawily sie nato-
miast rézne préby podania nowej interpretacji ogélnej teorii wzglednosci,
rozumianej jako teoria pola grawitacyjnego; wsroéd nich nalezy wymienié
interpretacje Focka oraz ,teorie grawitacji w plaskiej przestrzeni”
Rosena-Papapetrou. Przez obie te préby przebija stara idea zna-
lezienia ,,prawdziwego” ukladu odniesienia. Zdaniem naszym stanowig
one krok wstecz w stosunku do teorii Einsteina.

1. Wstep geometryczny

Zarbéwno szczegblna jak i ogélna teoria wzglednoéci zajmuje sie bada-
niem fizycznej czasoprzestrzeni. Z matematycznego punktu widzenia obie
te teoria sg teoriami geometrycznymi i wszystkie pojecia, ktérymi ope-
rujg, maja wyrazng interpretacje geometryczng. Zakladajac, ze geometria
rézniczkowa jest czytelnikowi znana, przypominamy tutaj pewne pojecia,
ktére beda przydatne do dalszej dyskusji. Opieramy sie gtéwnie na mono-
grafii Schoutena [9]

W geometrii rézniczkowej mamy do czynienia z dwiema przestrzenia-
mi. Jedng jest przestrzen geometryczna, ktérej wlasnosci badamy, druga
Jest przestrzen arytmetyczna, zlozona na przyktad w przypadku przestrze-
ni trojwymiarowej z uporzadkowanych tréjek liczb rzeczywistych. Ukta-
dem wspélrzednych mazywamy dowolne jednoznaczne przyporzadkowa-
nie punktom przestrzeni geometrycznej punktéw przestrzeni arytmetycz-
nej czyli wspélrzednych. Zasadnicze znaczenie ma przestrzen geometrycz-
na, ktéra w przypadku teorii wzglednosci jest czasoprzestrzen fizyczna.
Przestrzen arytmetyczna odgrywa role pomocnicza umozliwiajac anali-
tyczne traktowanie wlasnosci geometrycznych. Przeksztalceniem uktadu
wspolrzednych nazywamy przejscie do jednego przyporzadkowania punk-
tow przestrzeni arytmetycznej punktom przestrzeni geometrycznej do
drugiego takiego przyporzadkowania. Przeksztalcenie uktadu ma postaé
jedno-jednoznacznego przeksztalcenia przestrzeni arytmetycznej na siebie:

&' — ThE,

Z przeksztalceniami ukladu wspoéirzednych wigze sie pojecie obiektu geo-
metrycznego. Obiektem geometrycznym w punkcie o wspélrzednych z”
nazywamy przyporzgdkowanie kazdemu ukladowi wspéirzednych upo-
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rzagdkowanego zespolu N liczb ¢, (4 = 1,.. .,N) (mazywanych sklado-
wymi obiektu) takie, ze przy przejsciu od jednego ukladu do drugiego
sktadowe w nowym ukladzie @, sg funkcjami skladowych w starym
ukladzie @, oraz funkcji '#(x¥) i ich pochodnych *:

DY(x'#) = Fy(DP(xcr), x0, x'H(X?), XT'#,,(X4),...),

przy czym funkcja F, jest taka sama dla kazdego przejscia. Przykladami
obiektow sa wektory, tensory, a takze symbole Christoffela. Podstawowsa
role w geometrii rézniczkowej odgrywa charakterystyczna dla danej geo-
"metrii grupa dopuszczalnych przeksztalcen uktadu wspéirzednych. Wedtug
Kleina [10] geometria zajmuje si¢ badaniem tych wlasnoSci figur
w przestrzeni geometrycznej, ktére sa niezmiennicze wzgledem grupy
przeksztatcen dopuszezalnych.

Jedna z najprostszych geometrii jest geometria euklidesowa. Grupa
przeksztalcen dopuszczalnych jest ograniczona zadaniem niezmienniczosci
‘wyrazenia =
ds — Z dxe dxe (1)

a=1
majacego interpretacje kwadratu odlegtoéci miedzy punktami, ktorych
wspolrzedne roznig sie o dx®. W sklad tej grupy wchodza przeksztalcenia
ortogonalne:
2o —a% x¢ | a8,
gdzie

n

P o e
(11 aa — —
&P o dla £y,

Powtérzenie wskaznikéw na réznych poziomach oznacza jak zwykle su-
mowanie. W geometrii euklidesowej wspolrzedne maja bezposrednia inter-
pretacje geometryczng. Odleglo$¢ miedzy dwoma punktami mierzona
wzdluz prostej laczacej te punkty jest rowna pierwiastkowi z sumy kwa-
dratéw réznic wspoéirzednych. W szczegblnym przypadku, jesli prosta ia-
czaca punkty jest rownolegla do jednej z osi wspéirzednych, to odlegtosc
miedzy punktami jest réwna wprost réznicy wspéirzednych tych punk-
téw. Zgodnie z programem Kleina geometrycznymi wlasno$ciami figur
w przestrzeni euklidesowej sa te wilasno$ci, ktérych zapis przy pomocy
wspolrzednych jest niezmienniczy wzgledem przeksztaicen ortogonalnych,
czyli taki sam we wszystkich ukladach kartezjanskich. Na przyklad prosta
nazywamy line, ktérej przedstawienie parametryczne ma posta¢:

x* = bt 4%

1 Wskaznik po przecinku oznacza rézniczkowanie, na przyklae , = Oo/0x?.
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Przy zmianie ukladu zmieniajg sig stale b” i c”, ale posta¢ pozostaje bez
zmiany. Jest to analityczna definicja prostej; mozna poda¢ takze inne,
czysto geometryczne definicje. Podobnie definiujemy rownoleglo§¢é pro-
stych, kat miedzy prostymi i szereg innych poje¢. Geometryczna interpre-
tacja wspélrzednych jest wspélng cechg geometrii realizujacych pro-
gram Kleina.

Przeksztalcenia ortogonalne i uklady kartezjaniskie sa w geometrii
euklidesowej wyraznie wyréznione; nie znaczy to jednak, ze wprowadze-
nie innych wspélrzednych jest w ogéle niemozliwe. Po dokonaniu ogél-
nego przeksztalcenia x'# = x'#(x”), czyli po przejsciu do wspéirzednych
krzywoliniowych, tracimy jednak bezposrednig interpretacje geometrycz-
na wspblrzednych. Kwadrat elementu dtugosci ds* we wsp6irzednych
krzywoliniowych nie ma juz prostej postaci (1) i nie wyraza sie przy po-
mocy samych przyrostow wspotrzednych. Przeksztalcajac (1) otrzymujemy

ds® = g, dx= dact.

Do okreslenia odlegloéci dwoch nieskoriczenie bliskich punktéw trzeba
mieé oprécz wspoélrzednych takze wartoSci tensora metrycznego 9.,
Do wlasnoéci geometrycznych nie mozna juz stosowaé kryterium nie-
zmienniczo$ci zapisu przy pomocy wspoéirzednych. Okazuje sie jednak, ze
przy pomocy ¢,, mozna nadaé definicjom wlasno$ci geometrycznych
posta¢ niezmiennicza wzgledem ogélnych przeksztalcen wispbirzednych.
Na przyklad réwnanie prostej ma taka samg postaé

d2xe a ) dxf dx’ 0 a =

Tsz——l— {ﬂy}w—g =0, {ﬂy}:_2_g (9sg,» + 93,8 — I8y, 5)
we wszystkich ukladach krzywoliniowych. Mamy tu do czynienia z pew-
nym rozszerzeniem programu Kleina (Schouten [9] II, § 2). Pola
metryczne g,, uzyskane przez wprowadzenie ukladu krzywoliniowego
w przestrzeni euklidesowej majg zawsze szczeg6lng postac:

Jup = A%se A’ 5 8a 5 )

_gdzie A°sa funkcjami dowolnymi. Stosujac przeksztalcenie x'n = AMx,)
wracamy do uktadu kartezjaniskiego z 9'«p = d4p . Przestrzen euklidesowa
nazywamy inaczej przestrzenig plaska. Miarg krzywizny przestrzeni jest
tensor krzywizny:

o= (3, i) b))

Znikanie tensora krzywizny $wiadczy o plaskosci przestrzeni i moznosci
wprowadzenia uktadéow kartezjanskich.
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Rozszerzenie programu Kleina umozliwia przejScie do przestrzeni
riemannowskiej, w ktérej g, ¢ hie da sie przedstawi¢ w postaci (2) i tensor
krzywizny nie znika. Geometria riemannowska zajmuje sie badaniem
wlasno$ci wyrazajacych sie przy pomocy wspéirzednych i 9up W Sposéb
niezmienniczy wzgledem przeksztalcen ogélnych. Wszystkie pojecia geo-
metrii Riemanna s3 uogélnieniem odpowiednich pojeé euklidesowych,
a ich definicje majg posta¢ odpowiednich definicji euklideséwych w ukla-
dach krzywoliniowych. Rozroznienie przestrzeni geometrycznej i aryt-
metycznej nabiera w geometrii riemannowskiej szczegblnego znaczenia.
Podanie wspéirzednych punktu nie pozwala jeszcze na geometryczne
umiejscowienie tego punktu wzgledem innych figur o znanych wsp6l-
rzednych. Z ksztaltu figury w przestrzeni arytmetycznej nie mozna wnios-
kowa¢ o jej wlasnosciach geometrycznych. Na przyklad linia

-
xr =brt ;¢
nie ma na 0gé! nic wspélnego z geodezyjna bedaca uogélnieniem prostej.
Wszelkie informacje o wspétrzednych figur nabieraja tresci geometrycz-
nej dopiero po podaniu tensora metrycznego 9ep-

Obok przestrzeni euklidesowych rozpatruje sie przestrzenie pseudoeu-
klidesowe z forma metryczng

ds® = 7,5 dxedx#, (3)
gdzie

M=Nee=.0. ==L Mgy 141=-c. =pn=—1,

a pozostale skladowe znikajg. Grupe przeksztalcen dopuszczalnych two-
rzg przeksztalcenia Lorentza

x'e = qv,xr 1+ a,

at,av; Nuv = Nxa -
Riemannowskim odpowiednikiem przestrzeni pseudoeuklidesowej jest
przestrzen w ktérej forma metryczna

ds? = g,z dx= dxf 4)
jest nieokreslona.

Jak juz wspomnieliSmy, szczeg6lna i ogélna teoria wzgledno$ci moga
by¢ interpretowane jako geometryczne teorie czasoprzestrzeni fizycznej.
Wszystkie wielko$ci fizyczne sg w obu tych teoriach obiektami geome-
trycznymi, a wszystkie rownania majg sens geometryczny, czyli sa nie-
zmiennicze wzgledem odpowiednich grup przeksztalcen dopuszczalnych.
Szczegdlna teoria wzglednosci przypisuje czasoprzestrzeni metryke pseu-
doeuklidesowsg (i = 1, n = 4), a przeksztalcenia dopuszczalne tworza
dziesiecioparametrows grupe Lorentza. ds nosi nazwe rézniczki interwatu.
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Wspéblrzedne sg zwykle numerowane od 0 do 3. Zerowa wspoéirzedna ma
interpretacje czasu, pozostale (oznaczane wskaznikami tacinskimi: k, 1 =
= 1, 2, 3) sa wspoirzednymi przestrzennymi. Wedlug ogblnej teorii
wizglednosci czasoprzestrzen ma strukture riemannowska, przy czym me-
tryka 9. Jest uwarunkowana rozkladem materii. Ro6wnania sg niezmien-
nicze wzgledem ogbélnych przeksztalcen wspdlrzednych, czyli ogélnie-
niezmiennicze. Wspélrzedne nie majg bezposredniej interpretacji fizycz-
nej. Wspélrzedna zerowa jest zwykle wyrédzniona warunkiem Hil-
berta:

900 Jo1 Yoz
<0, | G0 911 912 | >0, 9=][gap| <0

G20 921 G2

i nazywana czasem. Szczegblng teorie wzglednoSci mozna oczywiscie for-
mutowaé takze we wspotrzednych krzywoliniowych.

900 901

>0
o 910 911

2. Niezmiennicze problem& wariacyjne. Twierdzenie N oether

Wszystkie réwnania, ktore bedziemy rozpatrywali, nazywajac je ogol-
nie ré6wnaniami pola, mozna wyprowadzi¢ z zasady wariacyjnej. To zna-
czy, ze rébwnania pola: -

F4WPas Payus Pa,uws ¢) =0

mozna przedstawi¢ w postaci rownan Eulera-Langrange’a

34 =[2)* = oW /oy, = 0¢[0y, — (0¥/0yau)u =0 (5)
bedacych warunkiem koniecznym ekstremum funkcjonatu
= f@ (¢A s Papr Ay s
R

Rozpatrzmy teraz przeksztalcenie polegajace na przejsciu od zmien-
nych «” do x'” i od funkcji y4 do v'y:
Eh == ey

Ya = Ya(ys *).
Zmiana funkeji yp, jest zwykle zwigzana ze zmiang wspéirzednych i wy-
nika z wlasnosci transformacyjnych v, jako obiektu geometrycznego.
Rozpatruje sie takze transformacje cechowania polegajace na zmianie.
funkcji y4 bez zmiany ukladu wspélrzednych. W obu wypadkach v i v,
opisujg ten sam stan fizyczny. Po podstawieniu do dziatania x# iy4 wyra-
zonych przez *'# i wi otrzymamy:

(6,

Vo= f@l ('l/’.‘;; 'QP:;,# ’ x’@) d(4)x,’

R’
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gdzie
¥ (Wa, Yau> X0 =4, Yau, x¢)D(x)/D(X’).

Warto$¢é dziatania nie ulegla zmianie przy transformacji. Jesli wiec dziata-
nie przyjmowato dla funkeji w4 warto$§¢ stacjonarng, to przyjmuje ja tak-
ze dla funkcji v/, odpowiadajacych v 4. Stad na mocy réwnan (5) zachodza
réwnania:

B 4(va, Vaus Pauwr L€ = [} =0. 2 (M
Réwnania te przyjmujemy jako przeksztalcone réwnania pola. Réwnania
przeksztalcone mozna uzyskaé takze przez podstawienie x* i w, wyra-
zonych przez x'# i y, wprost do réwnan (5). Uzyskane w ten spos6b
réwnania réznityby sie od réwnan (7) jedynie nieznikajgcym czynnikiem.
Mozemy teraz zdefiniowaé pojecia niezmienniczoSci réwnan pola. Row-
nania pola sa niezmiennicze wzgledem transformacji (6) jesli 8 i §'4 sg
takimi samymi funkcjami swoich argumentéw:

%“,4 ("/JA » Ya,us Ya,uw s x@) 5= %A (1/),4 s Ya,ur Pa,uw xg)
dla dowolnego zespolu funkcji v, i w dowolnym punkcie x¢. Niezmien-
niczo$¢ réwnan wzgledem pewnych grup przeksztalcen ma donioste zna-
czenie fizyczne. Niezmienniczymi problemami wariacyjnymi zajmowala
sie Noether [11], podane tutaj ujecie jest majblizsze pracy Hilla
[12]. Przy badaniu konsekwencji niezmienniczo$ci réwnan wystarczy
ograniczy¢ sie do przeksztalcen infinitesimalnych:
x;u = ¢ 4 da~,

Pa(x®) = p,(°) + dy,-
Wariacja dy 4 jest przyrostem wartosci funkeji w pewnym punkcie geome-
trycznym. Wprowadzimy dodatkowo wariacje

0%, = 9 (x0) — p, (x9),
ktéra méwi o zmianie postaci y4. Miedzy tymi wariacjami zachodzi zwig-
zek:

®)

0P, = 0%, + a0 0X”
Wariacja 6* zwana substancjalng jest przemienna z rézniczkowaniem
6% (pa,) = (6% a)0 -
Dla dowolnej funkecji @ (wa, Yau’s---» ¥°) mozna wprowadzi¢ takze dwa
rodzaje wariacji
00 = B/ (PU(T ) aul(@, - - . T0)— Plup ()P4 (T), ... ),
30 = B'(p s(10) pau(2), - ., T0) — Py, (), Pa(@2), ..., 7).
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Wariacja § jest przemienna z rézniczkowaniem, na przyklad:

- 09D 0 =
0= = 0D
op, Oy,
W przypadku ¢ = ¢ mamy:
62 = {D(x)/D(x') — 1) = — &6x*),,, . 9)

Niezmienniczos¢ réwnan pola wyrazi sie warunkiem 84 = a~[53 4=0.
Stad na mocy przemiemo-s’cig z rézniczkowaniem otrzymamy [6¢]* =0
czyli 0% = Qe,,, gdzie Q° sa funkcjami dowolnymi. W rozpatrywanych
przez nas przypadkach bedzie zawsze zachodzito

02 = 0. (10)

Uwzgledniajac (9) i (10) oraz zwigzek miedzy wariacjami otrzymamy:

02 = (0L/0y,) 6%, + (02/0pa) 6*pa, + Lu0Tr = — 2 (62”)
a stad

21 6%y, + ((02/0wan) s + (6% — Y 0Y/0pas) S2¥) ,=0.  (11)

Jest to podstawowy zwigzek przy badaniu niezmienniczych problemow
wariacyjnych.
Przypu$émy, ze przeksztalcenia (6) tworza o-parametrowsg grupe G,

(4
dxr =D g a " (),
k=1
e : (12)
Oy, = Z & g (Y52 %)
k=1
Wstawiajae (12) do tozsamosei (11) i -‘korzys’ﬁaj gc z réwnan pola otrzymamy
o-rézniczkowych zasad zachowania:

[(02/0,) bys + (265 — a0 02/0v,,) €], = 0, k=1,..., 0.

Inne zwigzki otrzymamy w przypadku, kiedy transformacje (6) zaleza
od ¢ funkeji dowolnych:

Q
oxs — af x%),
k; k Pk ( ) (13)

9

0%y, = Z (bch Pr (%) + bl D, (X%) + bla Pr,uv @)+ .- )

k=1
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Bierzemy p, znikajace wraz z pochodnymi na brzegu pewnego obszaru R.
Calkowanie tozsamosci (11) po podstawieniu (13) daje:

f[g] 40%y ,dayx = 0.
R

Calkujac przez czesci i korzystajgc z dowolno$ci p, wewngtrz obszaru R
otrzymujemy o tozsamogci

.

[€]4b,, — [¢]4, bla + [¢1, s — ... =0,

zachodzacych niezaleznie od spelnienia réwnan pola. Tozsamosci tego ro-
dzaju odgrywaja powazng role w ogblnej teorii wzglednoSci.

Réwnania wynikajgce z zasady wariacyjnej maja taka samg postaé
rownan Eulera-Langrange’a a w kazdym ukladzie. Na przyklad réwnania
Langrange’a II-go rodzaju w mechanice punktu materialnego majg w kaz-
dym ukladzie krzywoliniowym posta¢  d(0L/dq)/dt =0L[dq, = 0, przy
czym lagrangian jest w kazdym ukladzie inng funkejg wspoéirzednych.
Czesto méwi sie w tym przypadku o niezmienniczoéci réwnan Eulera-
-Langrange’a. Niezmienniczo$¢ ta nie ma nic wspolnego z niezmienniczo$§-
cig w sensie twierdzenia Noether 1imnie pociaga zadnych konsekwencji
fizycznych. : :

3. Zasada réwnowaznosci

U podstaw ogélnej teorii wzglednosci Einstein kladl [13] naste-
pujace trzy zasady: zasade réwnowazno$ci, ogélnej niezmienniczosci oraz
hipoteze Macha. Omoéwmy obecnie znaczenie fizyczne i role, ktérg
odegrala pierwsza spo$réd tych zasad przy powstawaniu einsteinowskiej
teorii grawitacji.

Przypomnijmy najpierw, w nieco uproszczony sposob, rozumowanie,
ktére doprowadzito do sformultowania szczegblnej teorii wzglednosci.
Doswiadczenie wykazuje, ze istnieja wyréznione uklady wspéirzednych
(inercjalne), w ktérych prawa mechaniki posiadajg najprostsza postac.
Uktad poruszajacy sie wzgledem ukladu inercjalnego ruchem jednostaj-
nym postepowym jest tez inercjalny (,,wzglednos$¢” ruchu jednostajnego).
Matematycznym wyrazem tych doswiadczalnych faktéw jest niezmien-
niczo§¢ réwnann mechaniki newtonowskiej wzgledem transformacji Gali-
leusza. Szczegdlna zasada wzglednosci polega na stwierdzeniu, ze wszystkie
zjawiska fizyczne (nie tylko mechaniczne) opisywane sg przy pomocy
praw, majgcych te sama posta¢ w réznych ukladach inercjalnych. Stosu-
jac te zasade do réwnan Maxwella dochodzimy do wzoréw transformacyj-
nych Lorentza.
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W mechanice Newtona oprocz wzglednosci ruchéw jednostajnych wy-
stepuje jeszcze inny, ciekawy i nie ttumaczony przez te teorie, a stwier-
dzony doéwiadczalnie fakt: masa bezwladna jest rowna masie grawitacyj-
nej. Ré6wnania ruchu ciata o masie bezwladnej m w polu grawitacyjnym
o potencjale ¢ mozna wedlug fizyki przedrelatywistycznej zapisa¢ w po-
staci:

md?x¥/dt* = — m/ ¢, .

A priori nie ma zadnych powodow, azeby masa grawitacyjna m' miala
byé zawsze réwna m; wydaje sig, ze m' jest ,,nabojem grawitacyjnym”,
analogicznym do ladunku elektrycznego. Do§wiadczenia prowadzone z du-
23 dokladnoscia (E 6tv6s) wskazuja jednak na to, ze m = m'. Wyste-
powanie dwbch fizycznie réznych definicji tej samej (liczbowo) wielkosei
jest, jak to niejednokrotnie podkreslal Einstein, wysoce niezadowa-
lajace z logicznego punktu widzenia. Wyptywa stad nastepujacy whniosek:
nowa, relatywistyczna teoria grawitacji powinna tlumaczy¢ rownos¢ m =
m', to znaczy w réwnaniach ruchu tej teorii moze wystgpowac tylko jedna
wielko$é charakteryzujgca mase.

Réwnoéé masy bezwladnej i wazkiej powoduje, ze wszystkie ciala, kto-
rym nadano te same predkoéci poczatkowe, poruszajg si¢ w polu grawita-
cyjnym tak samo. Zupelnie podobnie zachowujg si¢ wediug mechaniki
newtonowskiej ciala odniesione wzgledem ukladéw nieinercjalnych;
w takich ukladach réwnania ruchu maja postaé

m d2x¥|dt? = ma¥,

gdzie a* oznacza przy$pieszenie ,,sit pozornych” (przySpieszenie Coriolisa,
odérodkowe). Konsekwencja tego jest lokalna nierozréznialnos¢ pol gra-
witacyjnych i pol przyépieszen w mechanice newtonowskiej: obserwator
zamkniety w niewielkim pomieszczeniu (na przyklad w windzie) nie po-
trafi przy pomocy do$wiadczen mechanicznych odpowiedzie¢ na pytanie,
czy sity, ktére obserwuje, s wywolane przyciagganiem powszechnym (na
przyktad Ziemi), czy ruchem przy$pieszonym windy. Wiadomo, ze w swo-
bodnie spadajacej windzie ciata ,nie waza”. Stwierdzony w szczegélnej
teorii wzglednosci zwiazek miedzy masa i energia oraz fakt, ze fale §wietl-
ne niosa energie nasungt Einsteinowi mys$l, Ze nierozréznialnosc pol
grawitacyjnych i pél sit pozornych dotyczy réwniez zjawisk niemechanicz-
nych, a wiec na przyktad elekiromagnetycznych. W ten sposéb dochodzimy
do zasady réwnowaznosci, ktérg mozna by sformulowaé nastepujaco: pra-
wa fizyki daja sie zapisaé w tej samej postaci wtedy, gdy wystepuje pole
grawitacyjne i wtedy, gdy stosujemy nieinercjalne uklady odniesienia.
Zwykle wypowiada sie to prociej, ale niezbyt Scisle: nieinercjalny uktad
. odniesienia jest réwnowazny pewnemi polu grawitacyjnemu.
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Widoczna jest analogia miedzy szczegblng zasada wzgledno$ei i zasa-
da réwnowaznosci: obie uogélniaja pewne wlasnosdci réwnar mechaniki
-newtonowskiej na calg fizyke. Obie maja charakter fizyczny w tym sensie,
ze mogy by¢ przez doswiadezenie potwierdzone lub obalone. Ein s tein
doszed! do zasady réwnowaznosci opierajac sie na réwnoséci masy bezwlad-
nej i wazkiej, ale réwnosé ta nie wyczerpuje tredci fizycznej tej zasady.
Posiada ona duze znaczenie heurystyczne: pozwala jakociowo przewidzieé
przebieg zjawisk fizycznych w polu grawitacyjnym. W oparciu o zasade
rownowazno$ci Einstein przewidziat zjawisko ,,przesuniecia ku czer-
wieni” prazkéw widma i zjawisko ugiecia sig¢ promieni §wietlnych w polu
grawitacyjnym; mnie znajac jeszcze postaci réwnan pola obliczyt w 1911 r.
[14] wielko$¢ przesuniecia i ugiecia. W kilka lat pézniej Scista teoria po-
twierdzila przewidywania Einsteina.

Konsekwencja szczegblnej teorii wzglednosci i réwnan Maxwella jest
prawo prostoliniowego rozchodzenia sie¢ $wiatta. Pole grawitacyjne za-
krzywia promienie §wietlne — zatem w takim polu nie mogg by¢ stuszne
prawa szczeg6lnej teorii wzglednosci. Budujac relatywistyczng teorie gra-
witacji musimy wiec zrezygnowaé z zalozenia, ze czasoprzestrzen ma
strukture pseudoeuklidesows i przyjaé strukture przynajmniej rieman-
nowska. A stad juz wynika, ze musimy zrezygnowaé z wyréznionej roli
transformacji Lorentza, zwigzanych z ukladami inercjalnymi, ktére po
prostu nie istniejg w czasoprzestrzeni z polem grawitacyjnym. Koniecz-
nos¢ rozszerzenia dopuszczalnej grupy transformacji ukladu odniesienia
ma wiec swoje zrédto w zasadzie réownowaznosei.

Opierajac sie na zasadzie réwnowaznosci latwo okresli¢, jaki zesp6t
funkeji powinien opisywaé pole grawitacyijne, to znaczy jakie jest relaty-
wistyczne uogélnienie newtonowskiego potencjalu ¢. W szczegblnej teorii
wzglednosci w dowolnym, nieinercjalnym, krzywoliniowym ukladzie
wspoirzednych kwadrat rézniczki interwalu ma postaé (4). Dokonujac
transformacji x'# = x'#(x”), ktéra prowadzi od galileuszowej postaci in-
terwalu ds? = 9755 d2odxP (399 = 1, 7, = 0, 9y, = — &;,) do postaci
ogodlnej (4), mozemy kazde réwnanie fizyki, niezmiennicze wzgledem prze-
ksztalcenn Lorentza, zapisa¢é w dowolnym, nieinercjalnym uktadzie wspél-
rzednych. Taka operacja ma charakter czysto rachunkowy, to zZnaczy nie
wymaga zadnych nowych zatozen fizycznych. I tak na przyktad réwnania
Maxwella zostaly przez Kottlera zapisane w dowolnych, krzywoli-
niowych wspéirzednych jeszcze w 1912 r. [15], przed powstaniem ogélnej
teorii wzgledno$ci. Oprécz zmiennych charakteryzujacych stan fizyczny
materii (takich jak potencjaly pola elektromagnetycznego i wspéirzedne
czastek) przetransformowane réwnania beda zawieraly funkcje g.s i ich.
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pochodne. Postugujac sie jezykiem fizyki newtonowskiej mozna by powie-
dzie¢, ze gos opisuje tutaj wplyw ,,sit pozornych” na stan uktadu. Zasada
réwnowaznosci zada, aby réownania fizyki opisujace zjawiska w polu gra-
witacyjnym daly sie zapisaé w tej samej postaci, co réwnania w ukladach
nieinercjalnych. Zatem funkcje gag Opisuja réwniez pole grawitacyjne [6].

Azeby pokazaé na przykladzie, w jaki sposob mozna stosowaé zasade
réwnowazno$ci, rozpatrzmy réwnania ruchu swobodnej czastki prébnej.
W szczegélnej teorii wzglednosci, w ukladach inercjalnych, maja one
postac

m d2 xe/ds® =0,

gdzie m oznacza mase spoczynkows. Masa ta jest ~tu£aj nieistotna; piszemy
jg dlatego, aby méc poréwnaé réwnania ruchu w ogélnej teorii wzgled-
noéci z réwnaniami newtonowskimi (14). Wielko§¢ masy odgrywa role,
gdy uwzgledniamy inne sity (np. Lorentza), dzialajgce na cialo. Te same
(co do treéci) réwnania, zapisane w dowolnym ukladzie wspéirzednych,

majg postaé:
d2pe a) dxf dxr\ 0 =
m(@ o) %)= @

Na mocy zasady réwnowaznosci przyjmujemy, Ze ten sam ksztalt maja
réwnania ruchu w polu grawitacyjnym (réwniez w dowolnym uktadzie
wspolrzednych). Jesli ograniczymy sie¢ do powolnych ruchéw i stabych,
powoli zmieniajacych sie p6l grawitacyjnych, powinnismy z (15) otrzymac
newtonowskie réwnania ruchu (14). Rzeczywiscie, jesli

|dac¥fds| €1, ds~~dx® =dt, Guw~ Nu» 1 i M S0 e,

dixt k) dxé ds? dzac" m
o (73? { ,ey}w W) @ T g 9o =0,
czyli
1
m d? x4dt? — — 5 ™ ook : L)

a wiec otrzymujemy réwnania postaci (14), przy czym goo =~ 1 + 2¢.
Przygladajac sie réwnaniom (15) lub (16) i porownujac je z (14) widzimy,
ze ogblna teoria wzglednosci pozwala na wyeliminowanie problemu réow-
no$ci masy bezwladnej i wazkiej, przynajmniej dla czastek prébnych.
Zasada réwnowaznosci, szczegélnie w uproszczonej wersji ,,pole gra-
witacyjne jest réwnowazne polu przys$pieszen”, bywa czasami atakowana
[3]. Fock stusznie podkresla, ze nierozréznialnos¢ pola grawitacyjnego
od pola przyépieszen ma charakter czysto lokalny; trzeba tylko dodag¢, ze
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Einstein zdawal sobie z tego sprawe [16]. Obserwatorzy znajdujacy
sie¢ w duzej, swobodnie spadajacej na Ziemie windzie zauwaza roéznice
miedzy zachowaniem sie cial w okolicy $rodka windy i w poblizu jej bocz-
nych Scian. Przy pomocy nastepujgcego rozumowania mozna zilustrowaé,
na czym polega lokalno$¢ réwnowaznosei pol grawitacyjnych i pél przy-
Spieszen. Wyobrazmy sobie swobodnie spadajgcego obserwatora, ktéry
wzdluz swojej linii $wiata mierzy skladowe tensora metrycznego i ich po-
chodne. Dopéki zna on jedynie warto$ci guw () i guwe(s), nie potrafi po-
wiedzie¢, czy znajduje sie w plaskiej czasoprzestrzeni, czy tez w windzie
spadajacej swobodnie w polu grawitacyjnym (przypadek , matej windy”).
Jesli winda jest na tyle duza, ze obserwatorowi uda sie zmierzyé réwniez
drugie pochodne tensora metrycznego, bedzie mégt on obliczyé tensor
krzywizny i przekona¢ sie, czy nie grozi mu $mieré przy rozbiciu windy
0 Ziemie. Innymi slowami: ,,prawdziwe” pola grawitacyjne i ,,pozorne”
pola przy$pieszen sa nierozréznialne wtedy, gdy badane zjawiska wyma-
gaja do swojego opisu jedynie wartoSci gu, i 9uv.e Wzdluz pewnej linii
Swiata (np. ruch czastki swobodnej). Wiaze sie to z tym, ze w przestrzeni
Riemanna zawsze mozna wybraé¢ taki uklad wspéirzednych, w ktérym
tensor metryczny ma postaé galileuszowa wzdluz zadanej linii $wiata,
a guwe =0 wzdluz tej linii (wspéirzedne geodezyjne). Aby odpowiedzieé
na pytanie, czy w danym obszarze wystepuje ,,prawdziwe’” pole grawita-
cyjne, wystarczy obliczyé tensor krzywizny. Jesli znika on w tym obsza-
rze, to pole jest ,,pozorne” w tym sensie, Ze mozna, obierajgc inercjalny
uktad odniesienia, uzyskaé¢ gus = nu»-

4. Zasada ogélnej niezmienniczoSci

Inng zasade, ktéra odegrala wazng role w ksztaltowaniu sie ogélnej
teorii wzglednosci, jest zasada ogélnej niezmienniczoéci réwnan pola. Za-
sada ta dotyczy przede wszystkim réwnan pola grawitacyjnego, poniewaz
niezmienniczo$¢é réwnan innych pél wynika juz z zasady réwnowaznos$ci.
Wigkszos¢ fizykéw przyjmuje zasade ogélnej miezmienniczosci jako czesé
skladowa ogélnej teorii wzglednosci, réznice zdan dotycza jedynie inter-
pretacji tej zasady. Tak na przyktad ¥ ock przypisuje zasadzie nie-
zmienniczo$ci jedynie heurystyczne znaczenie polegajgce na wyroéznianiu
réwnan Einsteina sposréd wielu mozliwych niekoniecznie niezmien-
niczych réwnan. Co sie tyczy réwnan pél fizycznych, to Fock uwaza,
ze niezmienniczo§¢ tych réwnan nie pocigga zadnych fizycznych konsek-
wencji. Zanim przystgpimy do wilasciwego tematu, rozpatrzmy najpierw
konsekwencje niezmienniczo$ci réwnan pola w szczegdlnej teorii wzgled-
nosci.
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Rownania pél fizycznych w szczegblnej teorii wzgledno$ci wyprowa-
dzamy w ukladach galileuszowskich z zasady wariacyjnej:

oW, = afsf ("/’A » Ya.us ﬁMV) d(4) x = 0. (17

N

Przechodzac do ukladéw dowolnych otrzymamy zasade:
6Wf — 6[2‘ (’l/)A < WAI,u ) g!,u,-) d(4)x = 09 (18)

gdzie & — ]/—g L;, a $rednik oznacza rézniczkowanie kowariantne,
Z pierwszej zasady wynikajg réwnania

oL oL;
FAWar Pain > Yauws Nuw) = V: = (OIPAfM) - =l (19)

niezmiennicze wzgledem grupy Lorentza. Z drugiej — og6lnieniezmienni-
cze réwnania:

F4 = (2. g 20
| (WA y Yau s Pasuw > g/w) asz 5%:;& - s ( )

Ogo6lna niezmienniczo§¢ réwnan (20) wynika z niezmienniczo$ci réwnan
(19) i odwrotnie, poniewaz funkcja F* jest w obu wypadkach ta sama.
Istnieje jednak pewma roéznica miedzy niezmienniczo$cig réwnan (19)
i (20). Réwnania (19) zalezg jedynie od funkeji v, i pochodnych, zalez-
nos¢ od 7. jest nieistotna, poniewaz przy przeksztatceniach Lorentza 7u»
nie ulega zmianie. Ogélng niezmienniczo$¢ rownan (20) uzyskujemy kosz-
tem wprowadzenia dodatkowych wielko$ci gep. Infinitesimalne prze-
ksztalcenie Lorentza ma postaé:

oxt = gt x¥ + gt (21)
gdzie Eur = Nuo &» = — Eyy - |
Wariacje pola y4 mozna ogélnie zapisaé w postaci

Oy = Fa,® ppety .

Wielkosci Fa,?”  charakteryzujg vy, jako obiekt geometryczny. Wsta-
wiajac (21) i (22) do tozsamosci (11) otrzymujemy natychmiast dziesie¢ nie-
zaleznych rézniczkowych zasad zachowania

(L/‘SZ — Pau OLfopas)y = — tu% =0,
(F atz®u1950Ly[0pa, + Zatyg®) = Gau”» =0,
zachodzacych na mocy réwnan pola. Sa to zasady zachowania energii, pe-

2 Postepy Fizyki, zeszyt 1
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du, momentu pedu i érodka bezwladnosci. t,” jest kanonicznym tensorem
energii-pedu. Zasady te prowadza w znany sposéb do zasad catkowych.
Dodajac do t,” i jz.” tensory, ktérych diwergencja znika tozsamosciowo,
zapisujemy zasady rézniczkowe w postaci [17], [18]:

T[uvw =0; (x[z T‘u]v),v =0, (23)

gdzie T# jest symetrycznym tensorem energii-pedu. Z zasad tych tylko
cztery pierwsze sg niezalezne, pozostate wynikaja z nich na mocy symetrii
Tw . Dokonajmy teraz infinitesimalnego przeksztalcenia

x'e = ¢ |- Eu (x@)

gdzie £ s3 dowolnymi funkcjami znikajacymi wraz z pochodnymi na
brzegu obszaru R. Z niezmienniczosci dzialania W; wynika:

gdzie 6* 9up = 9oy &8 + 98y & - Zakladajac spelnienie réwnan pola

i wprowadzajac oznaczenie 2 6W, /49, = T*¢ otrzymamy:

1
She Tfi:aﬂ (Sa;ﬂ + S‘g;“) d(4)x =. 0 -
R

a stad
i’5""?:59 =0. (24)

W ukladzie galileuszowskim T% przechodzi w zwykly symetryczny ten-
sor energii-pedu, a (24) przechodzi w (23). Jak nalezalo oczekiwa¢ kon-
sekwencje ogblnej niezmienniczo§ei réwnan (20) s3 identyczne z kon-
sekwencjami niezmienniczo$ci réwnan (19) wzgledem przeksztalcen Lo-
rentza.

Przejdzmy teraz do ogélnej teorii wzglednosci. Réwnania grawitacyjne
i réwnania pél fizycznych w ogoélnej teorii wzglednosci otrzymujemy
z zasady wariacyjnej

SW — 8W, + 6W, =0,
gdZie Wa = f 8g (gaﬁ » GaBy » gaﬁ,yé) d(4)x

jest dzialaniem grawitacyjnym, a

Wf = f 8[ (1/)4 yYasu g/,w) d(4)x
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dzialaniem p6l fizycznych. Zgodnie z zasadg réwnowaznosci, dziatanie p6l

fizycznych jest identyczne z wystepujacym w (18). Wprowadzajgc ozna-

czenie 167 6W,/09,s = G*f mozemy zapisaé pelny wuklad réwnan pola
w postaci:

G2 = — 8n I8, - (25)

51=—0. (26)

Z niezmienniczo$ci réwnan (26) wynikaja podobnie jak poprzednio roéz-
niczkowe zasady zachowania (24). Zasady te nie prowadzg na ogoét do zad-
nych catkowych zasad zachowania, nie oznacza to jednak, ze nie majg zna-
czenia, fizycznego. R6wnania (24) dostarczajg informacji o ruchu materii,
nawet jesli r6wnania (26) nie sg znane. Z réownan tych mozna wyprowa-
dzi¢ réwnania ruchu czastek prébnych [19], a takze ciat ciezkich [20], [21].
Znacznie powazniejsze wnioski wynikajg z niezmienniczo$ci réwan pola
grawitacyjnego. Najprostszym ogoélnie niezmienniczym langrangianem
grawitacyjnym jest £, = —(1/16a)N, (R = R%, Rag = R%ap), O jest
w tym przypadku gestoscig tensora Einsteina N% —1g¥N,

a réwnania (25) sg réwnaniami Einsteina. Juz w tym najprostszym
przypadku réwnania pola grawitacyjnego sa nieliniowe. Nieliniowo$c
réwnan jest pierwszag miezbyt wygodng konsekwencjg ogoélnej niezmien-
niczo$ci. Jako réwnamia pola grawitacyjnego przyjmuje sie zawsze row-
nania Einsteina, rozpatrujemy przypadek ogélny jedynie w celu podkres-
lenia, ze konsekwencje ogolnej niezmienniczo$ci nie sg zwigzane ze szcze-
g6lng postaciag réwnan. Z niezmienniczo$ci dzialania W, otrzymujemy
metodga Noether tozsamosci:

zachodzace niezaleznie od spelnienia réwman (25). W przypadku réwnan
Einsteina tozsamos$ci (27) sa tozsamo$ciami Bianchi, ktérych
stusznos$¢ tatwo sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem. Istnienie tozsamosci
(27) narzuca na gesto§é energii pedu T warunki T« = 0. Sg to wa-
runki catkowalno$ci rownan pola. Te same warunki otrzymaliSmy przed-
tem z niezmienniczo$ci réwnan pol fizycznych. Ogoélna niezmienniczosé
réwnan poél fizyeznych jest wiec warunkiem dostatecznym zgodnosci tych
réwnan z niezmienniczymi réwnaniami grawitacyjnymi. Roéwnania
I .5 = 0, a wraz z nimi ré6wnania ruchu, wynikajg teraz z réwnan pola
grawitacyjnego. R6wnania ruchu ciat mozna takze wyprowadzi¢ z réwnan
grawitacyjnych dla prozni (2 = 0) traktujac ciata jako osobliwosci
pola [22]. Ogélna teoria wzglednos$ci jest jedyng teoria, w ktérej rownania
ruchu nie muszg i nie mogg by¢ zapostulowane oddzielnie, poniewaz wy-
nikajg z rownan pola. Same réwnania pola nie wyznaczajg metryki Swiata
W sposob jednoznaczny. Trzeba podac jeszcze odpowiednie warunki gra-

2%
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niczne. Problem ten, a szczeg6lnie problem warunkéw w nieskoriczonosci,
napotyka na powazne trudnosci zwigzane takze z ogdélng niezmienniczos-
cig. Nie znaleziono dotychczas ogélnie niezmienniczych i fizycznie uzasad-
nionych warunkéw w mnieskonczono$ci zapewniajacych fizyczng jedno-
znaczno$é rozwigzan réwnan Einsteina. Trudno$¢ ta wiaze sie bez-
poSrednio z zagadnieniem promieniowania grawitacyjnego, ktére nie zna-
lazto dotychczas zadowalajgcego rozwigzania. Trudno$ci te wykorzystuje
Fock jako jeden z argumentéw za wyrézniong rolg uktadu harmonicz-
nego, w ktérym mozna uzyska¢ jednoznacznosé rozwigzan naktadajac
w nieskonczono$ci warunki wypromieniowania analogiczne do stosowa-
nych w elektrodynamice. Z punktu widzenia ogélnej niezmienniczosSci roz-
wigzanie takie jest nie do przyjecia. Aby uzasadni¢ przyjmowane przez
Focka warunki wypromieniowania, nalezaloby poda¢ jakie§ warunki fi-
zyczne nie zwigzane z zadnym ukladem, ktére w ukladzie harmonicznym
redukowalyby sie do warunkéw Focka. Rozwigzujac réwnania
Einsteina czesto korzystamy z warunkéw ustalajacych uklad wspol-
rzednych. Warunek harmoniczno$ci bywa najczesciej stosowany jako je-
den z najwygodniejszych. Warunek harmoniczno$ci odgrywa w ogdlnej
teorii wzgledno$ci podobna role jak warunek Lorentza w elektrodynamice
i podobnie jak warunek Lorentza jest pozbawiony znaczenia fizycznego.
Gdyby istniaty fizyczne kryteria wyroézniajace uklad harmoniczny lub
jakikolwiek inny uklad, nie byloby powodu, aby réwnania pola grawita-
cyjnego miaty by¢ ogdlnie miezmiennicze, tym bardziej ze niezmienni-
czos¢ rownan pocigga powazne trudnos$ci. Brak fizycznych kryteriow wy-
boru uktadu jest podstawg ogélnej niezmienniczo$ci. Wiele miejsca w li-
teraturze zajmuje problem zaleznosci ro6wnan ruchu ukladu cial od uktadu
wspblirzednych. Chodzi tu o réwnania, z ktérych wyeliminowano pole
grawitacyjne przez podstawienie rozwigzan réwnan Einsteina. Postaé
tych réwnan, w ktérych wystepuja juz tylko wspolirzedne cial, zalezy
oczywiscie od uktadu. Niektorzy fizycy, jak na przykiad Papapetrou
(2111 Haywood [23], wigza z tym faktem nadzieje na do$wiadczalne
wyréznienie pewnych ukladéw. Naszym zdaniem calty problem polega.na
zasadniczym nieporozumieniu. Niezaleznie od zasady ogoélnej niezmien-
niczo$ci wyniki obserwacji sg zawsze niezmiennikami. Zalezno$é tych wy-
niké6w ukladu jest nieomylnym sygnalem biedu w obliczeniach. W tym
wypadku blad polega na utozsamianiu ruchu ciat wzgledem ukladu, czyli
ruchu w przestrzeni arytmetyeznej, z ruchem obserwowanym za posred-
nictwem promieni $§wietlnych. W celu powigzania ruchu wzgledem ukladu
z ruchem obserwowanym mnalezy zbadaé bieg promieni §wietlnych miedzy
cialami i obserwatorem. Zmiany ukladu wplywaja jednocze$nie na ruch
cial i na bieg promieni (w przestrzeni arytmetycznej) w ten sposéb, ze
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przewidywany wynik obserwacji nie ulega zmianie. Wlasciwe naswietle-
nie tego problemu zostalo podane w pracy Infelda i Scheideg-
gera [24].

5. Rola ukladu odniesienia. Wyréznione uklady wspélrzednych

Jak juz powiedzieliémy, w teorii grawitacji na ogdét musimy
a w szczegolnej teorii wzglednosci mozemy postugiwaé sie¢ dowolnymi
wspolrzednymi krzywoliniowymi. Wspélrzedne te nie posiadajg znaczenia
fizycznego (geometrycznego), to znaczy nie stanowia bezposrednio miary
dlugosci odcinkéw przestrzennych ani odstepéw czasowych. Znajac same
wspoéirzedne dwoch zdarzen nie mozna nic powiedzieé¢ o interwale miedzy
nimi; do tego potrzebna jest znajomo$¢ pola metrycznego. Inaczej jest
w ukladach galileuszowych szczegélnej teorii wzgledno$ci — irdznice
wspélrzednych posiadaja tutaj geometryczne znaczenie odleglosci i prze-
dzialéw czasu, mierzonych przy pomocy sztywnych pretéw i zegaréw spo-
czywajgcych w danym ukladzie. |

Geometryczna interpretowalno$é wspoélrzednych jest niewatpliwie za-
lety szczegblnej teorii wzgledno$ci; nasuwa sie wiec pytanie, czy takich
wyréznionych wspblrzednych nie mozna wprowadzi¢ w dowolnej czaso-
przestrzeni, a je$li nie, to co o tym decyduje.

Zagadnienie wyboru odpowiednich wspoélrzednych jest dobrze znane
kazdemu fizykowi; kieruje on tu sie symetrig badanego uktadu. Na przy-
klad zagadnienie jednego ciala najwygodniej rozwigzuje sie we wspoi-
rzednych kulistych, a efekt Starka — w parabolicznych. Innego rodzaju
analogii dostarcza nam przyklad pola elektrostatycznego. Pole to zwykle
opisuje sie przy pomocy jednej funkcji skalarnej ¢(x"), posiadajacej znana
interpretacje energetyczng. Nic jednak mie stoi na przeszkodzie opisywa-
niu tego pola przy pomocy pelnego czteropotencjalu: Ag(x”) = @(x*) + 2595
Al =y . Tracimy jednak w ten sposob bezposrednig interpretacje fi-
zyczng potencjatu skalarnego. Istnienie wyréznionego potencjalu w przy-
padku pola elektrostatycznego jest zwigzane z jego niezmienniczoscig (sy-
metrig) wzgledem przesunig¢ wzdluz osi czasu. Mozna sie wiec spodzie-
waé, ze istnienie wyr6znionych ukladow wspoéirzednych, a co za tym idzie
wyro6znionej grupy przeksztatcen wspolrzednych jest zwigzane z symetria
danej czasoprzestrzeni.

Aby wyrobié¢ sobié intuicje na czym taka symetria polega, poréwnaj-
my nastepujace trzy dwuwymiarowe przestrzenie riemannowskie: elipsoi-
de réznoosiows, elipsoide obrotowsg i kule. Najbardziej symetryczna (jed-
norodna) jest kula: dopuszcza ona tréjparametrowg grupe obrotow; wszyst-
kie punkty powierzchni kuli sg jednakowo uprzywilejowane. Druga z tych
powierzchni dopuszcza jednoparametrows grupe obrotéw, a pierwsza jest
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zupelnie niej ednorodng. Omawiane tu obroty sg szczegélnym wypadkiem
izometrii, to jest takich odwzorowan przestrzeni na siebie, ktére zacho-
wuja odlegtos¢. W czterowymiarowej przestrzeni pseudoeuklidesowej
grupa izometrii jest 10-parametrowa; odpowiada jej 10-parametrowa gru-
pa Lorentza, zachowujaca postac¢ metryki. Grupa Lorentza stanowi,
jak to podkresla Fock [3], wyraz maksymalnej jednorodnosci przestrze-
ni plaskiej. Glebokie fizyczne znaczenie izometrii uwydatnia sie miedzy
innymi w tym, ze z kazda taka izometrig zwigzane jest pewne prawo za-
chowania. Jako drugi przyktad moze postuzyé metryka statyczna. Dopusz-
cza ona jednoparametrowsg grupe izometrii (przesuniecia ,,wzdiuz osi
czasu’'); w odpowiednio dobranym ukladzie wspélrzednych mamy

9u50=0, goxr=0. (28)

Za wyréznione uklady wspolrzednych mozna tu uwazaé wszystkie uklady,
w ktorych zachodzi (28), a za wyréznione przeksztalcenia wspéirzednych —
takie, ktére zachowuja (28), to znaczy transformacje postaci

" + b, 2N g N

Wyréznione w ten sposéb wspdirzedne maja, mozna to pokazaé, czeSciowo
znaczenie fizyczne; sa wiec one ,lepsze” niz dowolne wspoéirzedne krzy-
woliniowe, w ktérych warunki (28) nie sg spelnione.

Istniejg jeszcze inne sytuacje fizyczne, pozwalajgce na obiektywne
wyrédznienie pewnych ukladéw wspotrzednych. Je§li mamy ,,wyspowy”,
odosobniony uklad ciat, to mozemy przyjaé, ze w duzych odleglo$ciach od
niego metryka jest pseudoeuklidesowa. M6éwigc niezbyt $cisle oznacza to,
ze istniejg uklady wspoélrzednych, w ktérych G0 = nmj w ni»eskofl;cz‘o—
nosci przestrzennej. W takim wypadku mozna uwazaé za wyréznione
wlasnie te uktady wspélrzednych, w ktérych metryka jest asymptotycznie
galileuszowa. Z praw zachowania? (¥ + ), =0 wynika, ze cztery
wielkosci

[@s+)e,e (29)

obliczone w pewnym wyréznionym ukladzie sg stale w czasie. Nie zmie-
niajg sie one przy takich przeksztalceniach ukladu wspéirzednych, ktére
w nieskonczono$ci przestrzennej dostatecznie malo réznig sie od prze-
ksztalcenia tozsamo$ciowego; wzgledem transformacji afinicznych zacho-
wujg sie one jak wspolrzedne wektora. Ograniczajac sie do wspéirzednych
galileuszowych w nieskonczono$ci mozemy wiec wprowadzié¢ dla uktadu
odosobnionego wektor catkowitego pedu i energii. Catki (29) obliczone
w dowolnym ukladzie wspoéirzednych sg na ogét rezbiezne.

3 t; oznacia tu tzw. pseudotensor energii-pedu pola grawitacyjnego.
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Jesli czasoprzestrzen o asymptotyce euklidesowe] posiada pewng sy-
metrie, to wygodnie jest za wyréznione uklady wspblrzednych przyjac te,
ktére réwnoczesnie uwzgledniaja te symetrie oraz zachowanie sie metryki
w nieskoniczonosei (przyklad: pole Schwarzschilda). Jesli nato-
miast czasoprzestrzen jest, poza nieskonczonoscia przestrzenna, zupeinie
niejednorodna, wszystkie uklady wspéirzednych, w ktérych g,, — 7.
sg fizycznie jednakowo uprzywilejowane.

Odmienne stanowisko w tej sprawie zajmuje Fock. Uwaza on, ze
dla wyspowych rozkladéw materii fizycznie (obiektywnie) wyrdznione
sg tak zwane wspoirzedne harmoniczne, spelniajgce

Qoe=0/=g g0/ 5= —o{ 2 1=0. o

Méwige dokladniej Fock naklada na rozwiagzanie réownan pola (25)
zadanie znikania w nieskonczonosci (¢ oznacza dowolng skladowg roéz-
nicy gus — M) :

lg| <M]|r, dla duzych r, (31)
oraz warunki wypromieniowania (Sommerfelda):
lim (o(rp)/or + o(rg)[ox®) = 0. (32)

Wyroznione sg teraz te sposréd ukladow spelniajacych warunek de D on-
dera (30), w ktérych metryka posiadala wlasnosci wyrazone wzorami
(31) i (32). Strescimy pokrétce argumenty przedstawione na poparcie
twierdzenia o wyréznionej roli wspéirzednych harmonicznych.

1° Fock szkicuje dowdd tego, ze warunki (30) oraz (31) i (32) za-
pewniajg jednoznaczno$é rozwigzania réwnan E insteina i wyzna-
czaja uklad wspélrzednych z dokladnoscig do liniowego przeksztalcenia
pseudoortogonalnego, ktére nazywa on przeksztatceniem Lorentza.

9° Réwnania Einsteina wupraszczaja sie, gdy zastosowa¢ warun-
ki (30). Drugie pochodne g:; wystepujace w R#” zbieraja sie w ,,for-
malny dalambercjan”: R* = — 9%8 g%, o + wyrazenie bez drugich
pochodnych.

3° Wspolrzedne harmoniczne, i tylko one, pozwalaja na odréznienie
,,prawdziwych” pél grawitacyjnych, wywolanych materia zakrzywiajaca
przestrzen od pél ,,pozornych”, zwigzanych ze stosowaniem krzywolinio-
wych, nieinercjalnych ukladéw wspéirzednych.

4° Rezygnujac z wyrodznionej roli wspdirzednych harmonicznych sta-
jemy rzekomo na stanowisku réwnowaznosci ukladow Kopernika i Ptolo-
meusza.

Polemizujac z Fockiem wygodnie jest postuzy¢ sig analogia z elek-
trodynamika. Warunek de Dondera () —g g« = 0 jest odpo-
wiednikiem warunku Lorentza A%, = 0 (analogia jest dose gle-
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boka). Warunek Lorentza pozwala na zapisanie réwnan Maxwella w po-
staci [JA® = 0. Warunek Lorentza, podobnie jak (30) w odniesieniu do
rownan Einsteina, zapewnia jednoznacznos$é rozwigzania réwnan
Maxwella, jesli na potencjal natozy¢ warunki (31), (32). Dalej, trudno zgo-
dzi¢ sie z Fockiem, ktéry uwaza, ze rozpatrywane przez niego liniowe,
pseudoortogonalne przeksztalcenia wspélrzednych harmonicznych (na
ogoét ,krzywoliniowych”) stanowig uogélnienie transformacji Lorentza
szczegblne]j teorii wzglednosci. Te ostatnie majg charakter geometryczny
(fizyczny), ktérego wyrazem jest niezmienniczo$é postaci tensora metrycz-
nego wzgledem tych transformacji. Wiasnosci tej nie posiadaja przeksztal-
cenia, ktére Fock nazywa transformacjami Lorentza; tensor metrycz-
ny ma rézng posta¢ w réznych ukladach harmonicznych polaczonych mie-
dzy sobg liniowymi przeksztalceniami pseudoortogonalnymi.

O tak zwanych pozornych i prawdziwych polach grawitacyjnych mé-
wiliSmy juz w zwigzku z zasadg rownowaznosei. Ostatni z przytoczonych
tu argumentéw Focka byt przedmiotem ozywionej polemiki [3], [25]—
—[28]. Bezpodstawnosé zarzutu Focka zostala wykazana przez In-
felda [27]. Masa Slonca jest tak duza, ze planety mozna uwazaé za
czgstki prébne poruszajgce sie w polu schwarzschildowskim wytwarza-
nym przez Slofice. Pole to jest euklidesowe w nieskonczonosci, statyczne
i kulistosymetryczne; fizycznie wyréznione sg te wszystkie uktady wWspoi-
rzednych, ktére uwzgledniaja powyzsze wlasno$ci pola grawitacyjnego
Stofica. Wszystkie te uklady wspotrzednych mozna nazwaé ,,Kopernikans-
kimi”. Uklad geocentryczny Ptolomeusza, w ktérym Slofce porusza sie,
gor #* 0, a metryka w nieskonczonosci nie jest galileuszowa, oczywiscie
nie nalezy do klasy ukladéw wyréznionych. :

Réznice miedzy pogladami Focka i naszymi mozna zilustrowaé na
nastepujacym prostym przyktadzie.

Weimy pola Schwarzschilda w trzech réznych ukladach wsp6t-
rzednych:

L 2, 4
(o) ds® = (:—_*_%g) (da®)? —( 1-+ —;%) dudx'dx® (wspolrzedne izotropowe),

r—m . e Tl . : 3
(ﬂ) ds? = 7‘—{——')’)’), (dm°)2 — (1 + T) Z [m + dlk] dxidaxk (stpot..
i,k
rzedne harmoniczne),
(v) ds?, ktére otrzymujemy z (B) przy pomocy ,,przeksztalcenia Lorentza’":

Xt = (' —Bx0) [ 1—F , = (2 — )y 1—F% , 2= x? , a'® = 5.

L
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Wedlug Focka wyréznione sa uklady wspéirzednych, w ktorych
metryka ma postaé (§) lub (y); wedtug nas uklady (@) i (B) sa réwnie dobre,
natomiast uklad (y) jest mniej wygodny (metryka zalezy od x°).

h Reasumujac, narzucanie na uklad warunku de Don dera jest cze-
sto réwnie wygodne jak normowanie potencjalu elektromagnetycznego

| 2 przy pomocy warunku Lorentza, ale i réwnie pozbawione znaczenia fizycz-
nego.
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