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MODELE MATEMATYCZNE W FIZYCE CZASOPRZESTRZENI

Streszczenie

WSTEP

Pojecie czasoprzestrzeni pojawilo si¢ w teorii wzglednosci Einsteina, ale
czas 1 przestrzen stanowia jednosé juz w fizyce Galileusza.

Aspekty fizyczne nie wyczerpuja pojecia czasu i przestrzeni: Sa wazne
aspekty biologiczne, psychologiczne, filozoficzne, teologiczne i inne.

Fizyka teoretyczna zajmuje si¢ modelami matematycznymi czasoprzestrze-
ni i nie odpowiada na pytanie ,,jaka naprawde jest czasoprzestrzen”. Zajmuje
si¢ natomiast tym, jaki model matematyczny najlepiej nadaje sie do opisu
rozpatrywanych zjawisk.

Do niedawna przyjmowano, ze modele czasoprzestrzeni sg zbiorami, kt6-
rych elementy to punkty przedstawiajace elementarne zdarzenia. Zbiory te
posiadaja dodatkowq strukture, okreslajaca istotne cechy modelu.

Inaczej jest w modelach opartych na geometrii nieprzemiennej i grupach S
kwantowych (A. Connes, V.G. Drinfeld, Yu. I. Manin, S.L. Woronowicz,
M.Heller i ich uczniowie; zob. [4] i cytowang tam literature). W teoriach
tych obiektem podstawowym jest pewna nieprzemienna algebra, a przestrzen
wystepuje niejako wirtualnie. Modele te stanowia co§ zupelnie nowego; gdyby
okazaly si¢ przydatne do opisu zjawisk fizycznych, oznaczloby to przetom
w rozwoju nauki wiekszy niz powstanie teorii wzglednosci.

PODSTAWOWE STRUKTURY

Topologia pozwala na wprowadzenie pojecia ciaglosci funkeji i zbiezno-
sci ciggow; zwykle zaklada sie aksjomat Hausdorffa o rozdzielaniu punktéw
1 przyjmuje, ze przestrzen ma strukture parazwartej rozmaitosci topologicz-
nej; juz tu pojawia sie pojecie wymiaru.

Struktura rézniczkowa umozliwia rozpatrywanie réwnan rézniczko-
wych w przetrzeni; od czasu Newtona wiemy, ze takie réwnania sa najlep-
szym sposobem ujecia podstawowych praw fizyki. Struktura rézniczkowa
na rozmaitosci M oznacza podanie maksymalnego atlasu map parami zgod-
nych w klasie C¥; jesli k = oo (k = w), to méwimy, ze M ma strukture
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gladka (analityczng). W fizyce, w teoriach fenomenologicznych, rozktad ma-
terii (np. jej gestos¢) opisuje sie przy pomocy funkcji , kawalkami” ciaglych;
z tego wzgledu Lichnerowicz zaleca uzywanie w ogélnej teorii wzglednosci
(OTW) rozmaitosci kawatkami klasy C? [3]. Klasa analityczna wydaje sie
by¢ odpowiednia do opisu zjawisk mikroskopowych.

Struktury afiniczne i metryczne dokladniej okreélaja charakter mo-
delu; zostang one nieco dokladniej oméwione w dalszej czesci niniejszego
tekstu.

Warto zwroci¢ uwagg na to, ze takze teorie kwantowe i nowe teorie , super-
strun” za podstawe biora takie klasyczne modele czasoprzestrzeni; stanowi to
o sile i stabosci fizyki teoretycznej. Sita wynika z szerokiej, sprawdzonej sto-
sowalnosci i uzytecznosci struktur geometrycznych, takich jak pola tensorowe
i spinorowe, oraz mozliwosci zapisu praw fizyki w postaci réwnafi rézniczko-
wych. Stabosc¢ jest konsekwencja tego, ze klasyczne modele czasoprzestrzeni
ekstrapoluja te struktury na dowolnie male odlegloéci, niedostepne obser-
wacjom i doswiadczeniom. Powoduje to, m. in., wystepowanie w oblicze-
niach, dotyczacych zjawisk fizycznych, nieskonczonosci (rozbieznosci), ktore
w kwantowej teorii pola elektromagnetycznego i innych teorii pol z cechowa-
niem, sg usuwane przy pomocy malo zadowalajacego procesu renormalizacji.

KONEKSJA AFINICZNA (LINIOWA)

Nie mozna poréwnywacé wektoréw zaczepionych w réznych punktach roz-
maitosci pozbawionej dodatkowych struktur. Aby moéc to robié, a wiec i réz-
niczkowaé pola tensorowe, nalezy rozmaito$é zaopatrzyé w koneksje liniowq
(afiniczng). Jesli pominaé grawitacje, to ruchy swobodne ciat okreglaja w cza-
soprzestrzeni trywialng — o znikajacej krzywiznie — koneksje i nadaja jej struk-
ture przestrzeni afiniczney.

Spadkéw swobodnych w polu grawitacyjnym nie mozna zrealizowaé jako
linii prostych w geometrii afinicznej: pojawia sie nietrywialna koneksja w
i odpowiadajaca jej pochodna kowariantna V, takze w teorii grawitacji New-
tona: istotng czeScig tej koneksji jest gradient potencjalu grawitacyjnego;
zob. np. [1, 5].

STRUKTURY METRYCZNE

W teorii Galileusza i Newtona wystepuja dwie struktury ,metryczne’:
czas absolutny t i geometria euklidesowa w przestrzeniach ¢ =const. Oba




elementy sa absolutne w dwoch znaczeniach: nie zalezg od obserwatoréw
i nie podlegaja zadnym dynamicznym réwnaniom ruchu.

W teoriach relatywistycznych wystepuje tylko jedna struktura metryczna:
pole tensora g o sygnaturze lorentzowskiej; do niektérych celow (np. do
zapisu rownari Maxwella w prézni) wystarcza stabsza geometria konforemna
o tej sygnaturze. Tensor metryczny g jest absolutny w szczegélnej teorii
wzglednosci. W OTW jest ,dynamiczny” w tym sensie, ze podlega réwnaniom
Einsteina.

Zwykle zaklada si¢ zgodno$¢ koneksji liniowej ze struktura metryczna,
co oznacza, ze obiekty opisujace te strukture nie zmieniaja si¢ pod wply-
wem przenoszenia rownoleglego okreslonego przez koneksje. W teoriach re-
latywistycznych warunek zgodnosci sprowadza sie do warunku metrycznosci
koneksji, Vg = 0.

TEORIA EINSTEINA—-CARTANA

W 1923 r. Elie Cartan [1] nieco uogélnit teorie grawitacji Einsteina, do-
puszczajac koneksje liniowe o nieznikajacym skreceniu @4, Réwnania pola
grawitacyjnego otrzymuje si¢ z zasady wariacyjnej, opartej na funkeji La-
grange’a bedacej sumg skalara Ricciego i funkcji Lagrange’a materii. Row-
nanie Cartana wigze skrecenie z gestoscia spinu; jesli ta gestosé znika, to
@ = 0 i réwnanie pola grawitacyjnego sprowadza sie do réwnania Einsteina,
a czasoprzestrzenn ma geometri¢ Riemanna z g o sygnaturze lorentzowskie;.
W klasycznej OTW Einsteina od razu zaktada sie @ = 0. Teoria Einste-
ina dostarcza wielu modeli czasoprzestrzeni (np. kosmologicznych), ttuma-
czy sporo zjawisk i przewiduje nowe (czarne dziury, promieniowanie grawi-
tacyjne). Uogélnienie Cartana nie doprowadzito do zadnych potwierdzonych
przewidywan, co wynika stad, ze ewentualny wplyw spinu na zjawisku grawi-
tacyjne wymaga bardzo duzych gestosci materii ze skorelowanymi spinami.
Teoria Einsteina—-Cartana jest atrakcyjna ze wzgledu na jej prosta strukture
logiczng i geometryczna; zob. [7] i cytowang tam literature.

TEORIE JEDNOLITE

Teoria Weyla opiera sie na geometrii z koneksja liniows, bez skrecenia,
i klasie rownowaznosci par (g, A), gdzie A = A,dat i V,g,, = A,g,,, a dwie
pary (g, A) i (¢', A') sa réwnowazne wtedy, i tylko wtedy, jesli polaczone sa
przeksztaiceniem cechowania, tzn. jesli istnieje funkcja f taka, ze ¢ = eg
i A" = A+ df. Weyl chcial utozsamié A z potencjatem pola elektromagne-




tycznego. Ta proba unifikacji grawitacji i elektromagnetyzmu okazala sie
nieudana, ale zapoczatkowala rozwoj teorii z cechowaniem.

Teoria Kaluzy-Kleina zaklada 5-wymiarowa rozmaitosé P z geome-
triag Riemanna, dopuszczajaca jednowymiarowa grupe izometrii o orbitach
dyfeomorficznych z okregiem. Czasoprzestrzei M utozsamia sie z czterowy-
miarows przestrzenig orbit. Zasada wariacyjna, oparta na skalarze Ricciego
przestrzeni P, prowadzi do ukladu réwnain Einsteina-Maxwella. Geodezyjne
w P rzutuja si¢ na linie $wiata ruchéw czastek naladowanych w czasoprze-
strzeni.

Nowoczesne, ogélne ujecie tej teorii opiera si¢ na wiazce gléwnej

G—>P—-M

z koneksja; G jest zwarta grupa Liego. Metryka Riemanna na M, wraz
z niezmienniczym iloczynem skalarnym na algebrze Liego grupy G (jest to
forma Maurera—Cartana jesli G jest potprosta) okresla metryke Riemanna g
na P; obliczajac wariacje calki dzialania opartej na R(g) otrzymuje sie row-
nania Yanga-Millsa i rownania Einsteina z bardzo duza stala kosmologiczng
(chyba, ze G jest abelowa).

OSOBLIWOSCI W OTW

W geometrii Riemanna z dodatnio okreSlonym g zupelnoéé geodezyjna
i metryczna (zbieznoé¢ ciggow Cauchy’ego) sa réwnowazne; tak nie jest w geo-
metrii Lorentza: istnieja przyktady zwartych rozmaitosci Lorentza, ktore nie
sa geodezyjnie zupelne; zob. np. zadanie 2 na str. 242 w [8]. W zwigzku z
tym, w geometrii Lorentza nie jest tatwo okresli¢, co nalezy rozumieé¢ przez
osobliwosci. Nieformalne definicje osobliwosci: modele z krzywizng zmierza-
jaca do oo, modele w istotny spos6b niezupetne. Wazne przyklady: osobli-
wosci modeli kosmologicznych, osobliwosci powstajace w wyniku zapadania
si¢ materii i powstawania czarnych dziur. Przez pewien czas sadzono, ze
osobliwosci te powstaja w zwigzku z wysoka symetrig tych modeli. Twier-
dzenia Penrose’a i Hawkinga pokazuja jednak, ze powstawanie osobliwogci
jest 0goblng cecha czasoprzestrzeni, w ktorych duza gestosé materii powoduje
powstawanie ,powierzchni ztapanych” [2, 6].

Jakie znaczenie ma powstawanie osobliwoéci? Stanowi ono pewnego ro-
dzaju wyzwanie, gdyz wskazuje na granice stosowalnosci OTW. W zwiazku
z tym rysuja sie rézne stanowiska:

1. OTW trzeba poprawié¢ na poziomie klasycznym;




2. rozwigzanie problemu osobliwo$ci wymaga uwzglednienia zjawisk kwan-
towych; '

3. nalezy zastapi¢ rozmaitosci rézniczkowe innymi modelami czasoprze-
strzeni.

Wedlug Penrose’a, czekajac na dalszy rozwdj teorii, nie nalezy przejmo-
wa( si¢ wystgpowaniem osobliwosci w wyniku zapadania grawitacyjnego, bo
takie osobliwosci, na skutek powstawania ,horyzontu zdarzen”, nie mogg by¢
obserwowane z zewnatrz (hipoteza cenzury kosmicznej).
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Czarne Dziury

JEAN-PIERRE LASOTA i ANDRZEJ TRAUTMAN

Szczegélna Teoria Wzglednosci sformutowana przez
Alberta Einsteina w 1905 r. pofgczyta opis zjawisk mecha-
nicznych i elektromagnetycznych. Rozszerzanie tej teorii
na grawitacje doprowadzito do powstania (Einstein 1915)
Ogdlnej Teorii Wzglednosci (OTW), opartej na ,zakrzy-
wionej" czasoprzestrzeni (geometria Riemanna), dosto-
sowanej do opisu zjawisk zachodzacych w silnych polach
grawitacyjnych i przy duzych predkosciach ciat.

Poczatkowo OTW zostata potwierdzona w niewielu
i niezbyt precyzyjnych obserwacjach; najwazniejszym
osiggnigciem byto wyjaénienie anomalnej - tzn. nie dajg-
cej sie otrzymac z teorii Newtona ~ sktadowej ruchu pery-
helionowego Merkurego, wynoszacej zaledwie 42 sekundy
katowe na stulecie! OTW budzita zainteresowanie i podziw
ze wzgledu na swoje piekno i fundamentalny charakter,
ale przez diugi czas byta na uboczu gtéwnego nurtu fizyki
i rozwijata sie wylacznie dzieki pracom teoretycznym.
W Polsce, w migdzywojennym dwudziestoleciu, takie pra-
ce prowadzili Leopold Infeld, Jan Weyssenhoff i Myron
Mathisson. Po Il wojnie $wiatowej powstato w USA i Euro-
pie kilka aktywnych o$rodkéw badan w dziedzinie OTW
i rozpoczeto organizacje, odbywajgcych sie co trzy lata,
migdzynarodowych konferencji po§wieconych tej teorii.
Jedna z pierwszych odbyta sig¢ w Polsce (Jabtonna 1962).
Najwieksze zainteresowanie budzity wtedy zagadnienia
promieniowania grawitacyjnego, kosmologii oraz zwigzkéw
migdzy grawitacja i zjawiskami kwantowymi. Odkrycie
w 1965 r. mikrofalowego promieniowania tla potwierdzito
Wielki Wybuch przewidywany przez relatywistyczng ko-
smologie Aleksandra A. Friedmanna (1922) i Georges
Lemaitre'a (1927)'. Ale dopiero prace teoretyczne nad
czarnymi dziurami, a pdZniej ich obserwacje, wprowadzity
OTW do gtéwnego nurtu fizyki i przyczynily sie do po-
wstania astrofizyki relatywistycznej.

Nazwa ,czarna dziura” pojawita sie dopiero w 1967 r.:
John A. Wheeler spopularyzowat t¢ nazwe, zapropono-
wang przez anonimowego stuchacza na jego wyktadzie.
Ale samg ideg¢ czarnych dziur rozwazano juz w XVIll
wieku, opierajgc sie wyigcznie na teorii Newtona. John
Mitchell i Pierre Simon de Laplace zwrécili uwage na to,
ze wedtug newtonowskiego prawa zachowania energii,
aby czgstka mogta dowolnie daleko oddali¢ sie od ciata
0 masie M i promieniu r, powinna poruszaé sie z pred-
koscig o kwadracie wigkszym niz 2GM/r, gdzie G jest
stalg grawitacyjng. Wynika stad, ze $wiatto o predkosci ¢
nie moze opusci¢ ciata, ktérego promien jest mniejszy
od jego promienia grawitacyjnego R=2GM/c? Dla ,zwy-
ktych" ciat promien grawitacyjny jest znacznie mniejszy
od jego wymiar6éw; np. dla Storica R wynosi okoto 3 kilo-
metréw.

W 1915 r. Karl Schwarzschild, zajety na froncie
wschodnim  artyleryjskimi rachunkami balistycznymi,
znalazt pierwsze $cisle rozwigzanie réwnan Einsteina.
Jak si¢ poéZniej okazato, opisuje ono sferyczng czar-
na dziurg. Poczatkowo, rozwigzanie Schwarzschilda
potraktowano nieufnie. Niepokdj budzita powierzchnia
o0 promieniu R=2GM/c* wysytane z niej $wiatlo, obserwo-
wane przez odlegtego obserwatora, miatoby nieskoriczo-
ne przesunigcie ku czerwieni. Einstein uwazatl, ze taka
»,080bliwos¢” nie ma sensu fizycznego i w 1939 r. opu-
blikowat pracg poéwigcong niemozliwosci jej powstania
w rzeczywistym $wiecie. Jednakze w tym samym roku,
Robert Oppenheimer i Hartland Snyder wykazali, ze kur-
czaca sie kula pylu zapada sie do wnetrza powierzchni
o promieniu R, choé nie moze to by¢ dostrzezone przez
odlegtego obserwatora. Byt to pierwszy opis powstawa-
nia czarnej dziury.

{dokoficzenie ~ str. 3)

Komputerowa symulacja widoku z odle-
" gtodci 800 km czarnej dziury przed Drogg
| Mleczna. Masa takiej mikro-czarnej-dziury
¢ wynosi 10 mas stonecznych Mg. Przyspie-
szenie 4x10% g jest niezbedne do statego
utrzymywania tej odleglo§ci. (NASA)
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(dokoticzenie ze st 2)

Komputerowy model grubego
torusa z pylu kosmicznego,
jaki otacza super-masywne
czarne dziury i ich dyski akre-
cyjne. Torus, widziany z boku,
blokuje wiekszo$¢ swiatta emi-
towanego przez dysk akrecyjny.
Promienie X i gamma moga
przebi¢ sie przez torus, stad
obserwatoria satelitarne (np.
INTEGRAL) moggq zlokalizowac
czarne dziury.

ESA / V. Beckmann (NASA-GSFC)

Wynik ten diugo nie wzbudzat wigkszego zaintereso-
wania i-dopiero odkrycia lat 1960. radykalnie zmienity to
nastawienie. W 1963 r. Roy P. Kerr znalazt uogéinienie me-
tryki Schwarzschilda, uwzgledniajgce rotacje, a Maarten
Schmidt odkryt kwazary (quasars). Juz w roku nastepnym,
niezaleznie od siebie, Edwin Salpeter i Jakow B. Zeldowicz
wysungli hipoteze, ze Zrédtem energii kwazaréw jest
akrecja materii na obiekty o bardzo duzej masie i matych
rozmiarach. Pierwsze Teksaskie Sympozjum na temat
Astrofizyki Relatywistycznej, poswiecone ,Quasi-gwiaz-
dowym obiektom i zapadaniu sig¢ grawitacyjnemu”, ktére
odbyto sie w grudniu 1963, mozna uznaé za wprowadzenie
czarnych dziur — wowczas jeszcze tak nie nazywanych
- do gtéwnego nurtu badan.

W 1969 r. Donald Lynden-Bell zauwazyt, ze wigk-
szo$¢ jader galaktyk powinna zawieraé super-masywne
czarne dziury. Hipoteza ta zostala potwierdzona przez
obserwacje prowadzone w ciggu nastepnych 40 lat; naj-
lepiej zbadana super-masywna czarna dziura znajduje sie
w centrum naszej Galaktyki; ma ona mase rzedu miliona
mas Stofica Me. Odkryta w ostatnich latach uniwersalna
zalezno$¢ miedzy masg centrainej czarnej dziury a dys-
persja predkosci gwiazd w galaktyce nie zostata jeszcze
wyjaéniona, ale zapewne jest odbiciem ewolucji struktur
we Wszechéwiecie. Z drugiej strony, dzigki obserwacjom
podwdjnych uktadéw rentgenowskich, odkryto dziesigtki
czarnych dziur o masach gwiazdowych. Powstajg one
w wyniku zapadania sig jader gwiazd o masach przynaj-
mniej kilkakrotnie wigkszych od masy Storica — gwiazd,
ktore wypality cate dostepne paliwo jadrowe. W wyniku
zapadania si¢ gwiazd o mniejszych masach powstajg
gwiazdy neutronowe i biale karly.

Powierzchnia czarnej dziury — horyzont zdarzen —
ukrywa przed zewnetrznym obserwatorem osobliwo$é,
w kidrej wielkoéci fizyczne (w tym sity pltywowe) stajg sie
nieskofczone. Roger Penrose wysunal hipoteze ,ko-
smicznego cenzora’, zgodnie z ktéra wszystkie tego typu
osobliwosci we Wszech$wiecie sg okryte horyzontem.

Przewidywanie przez teorie klasyczng powstawania oso-
bliwosci interpretuje sie zwykle jako znak, ze trzeba tu
uwzgledni¢ zjawiska kwantowe, co stymuluje préby zbu-
dowania kwantowej teorii grawitacji. W latach 1968-1975
pokazano, ze stacjonarna czarna dziura jest catkowicie
scharakteryzowana przez swojg mase, moment pedu
i tadunek elektryczny. Gdy okazalo sie, ze prawo rzg-
dzgce zmiang powierzchni czarnej dziury ma postad
podobng do pierwszego prawa termodynamiki, Jacob
Bekenstein zaproponowat w 1973 r., by pole powierzchni
czarnej dziury zinterpretowaé jako jej entropie. Niediugo
potem, Stephen Hawking, postugujac sie kwantows teorig
pola, pokazat, ze czarna dziura zachowuje sie jak ciato
doskonale promieniujace o temperaturze

hc¥/16m2 kGM

czyli okoto 107(Mg/M) stopni Kelvina (h i k- odpowiednio
- state Plancka i Boltzmanna).

Promieniowanie termiczne czarnej dziury nie prze-
czy wiasnosciom horyzontu: wypromieniowywane czast-
ki powstajg, na skutek zjawisk kwantowych, w silnym
(klasycznym) polu grawitacyjnym w poblizu horyzontu,
ale na zewnatrz czarnej dziury. Ale tego promieniowania
nie zaobserwowano: jego temperatura dla znanych czar-
nych dziur jest niestychanie niska. Zrodiem informacji
o0 czarnych dziurach jest promieniowanie wysylane przez
czastki poruszajgce sig w dysku akrecyjnym i spadajace
na czarng dziure.

Istotng role w opracowaniu teorii tych zjawisk odegrat
Bohdan Paczynski (1940-2007) i jego wspolpracownicy.
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