RELATIVITE. — Sur la propagation des discontinuités du tenseur de Riemann.

Note (*) de M. Axpri: Traurman, présentée par M. Georges Darmois.

Un systéme d’équations différentielles ordinaires permet de trouver les changements
des discontinuités du tenseur de courbure le long des rayons gravitationnels. Ce
systéme est résolu dans le cas d’un champ de Schwarzschild.

Il est bien connu (*) que 'étude des discontinuités du tenseur de courbure
des espaces-temps de la Relativité se rattache étroitement a celle du rayonne-
ment gravitationnel. La structure algébrique de ces discontinuités a été I'objet
de plusieurs travaux (*); nous nous proposons ici de dériver une équation
différentielle qui régit le changement des discontinuités le long des rayons
gravitationnels.

Nous nous restreignons aux espace-temps V, et aux systémes des coordon-
nées tels que le tenseur fondamental g,, (@, v=o0, 1, 2, 3) soit de classe
(Ct, C* par morceaux). Nous supposons que les changements de coordonnées
sont de classe (C?, C* par morceaux) (*). Si o(2")=o0 est '’équation d’une
hypersurface sur laquelle apparaissent les discontinuités [d,, g, ] des dérivées
secondes de g,,, nous pouvons écrire (*)

(1) [0ps8uv] = hyv o9 d59-
Des équations du champ R,,=o0 on déduit les conditions algébriques sur (et
(2) gW[RM,,.,] =)
ou Ry, est le tenseur de Riemann, donc
2[Ryvpo] = fop 049 069 + hyuo 0v9 0p@ — hyp 049 059 — Ay dug 9.

Pour S telle que g#°9,0 d,0 £ 0 nous pouvons facilement résoudre les équa-
tions (2) : Ay, = h, 0,0 + h, 9, 0; les h, sont ici des fonctions arbitraires définies
sur S. Les discontinuités correspondantes du tenseur de courbure sont nulles
et les fonctions peuvent étre annulées par un changement de coordonnées
approprié. Nous concluons que les discontinuités physiques du champ gravi-

tationnel peuvent apparaitre seulement sur des hypersurfaces nulles
(caractéristiques ), satisfaisant a ‘

(3) £°°0,9 059 = o.



(2)
Pour S nulle, nous tirons de (2) un systéme de quatre équations :
o Doy
(4) /I!J,()V(P—Eh\:dp,(?:o.

Soit ¥ une surface a deux dimensions comprise dans une hypersurface
orientée dans I'espace; nous pouvons (en général) trouver une hypersurface
nulle S passant par X. Donnons sur X les valeurs de A,, compatibles avec (4),
que peut-on dire de Ay, sur S? Nous allons formuler une équation permettant
de résoudre ce probléme des valeurs initiales. Il est important de noter qu’il
n’est pas vrai que toute solution de (4) sur S représente un champ de discon-
tinuités admissibles.

Supposons que I'équation (3) soit satisfaite par ¢ identiquement; nous pou-
vons définir les bicaractéristiques (rayons gravitationnels) comme étant les

solutions des équations
dac?

(5) — o

En vertu de (3) les lignes @’ =a"(u) sont des géodésiques nulles. Choisissons

un systéme de coordonnées spécial, tel que o =a°. Les relations
[()nl{ik]:o (l', /{:I,Z,s)

sont une conséquence des équations d’Einstein; elles peuvent étre mises en
forme covariante, valable dans un systéme de coordonnées arbitraire

D
(b) 23&[R”"90]+D(P[RP~“P°']:O’

ou 0o =g"V,V,9, VY, dénote la dérivée covariante et D est le symbole de la
différentielle absolue : DA =V, A da”.

Les équations (6) constituent le systéme cherché; notons quelques-unes de
ses propriétés. Parmi les équations (6) il n’y en a que six qui soient indépen-
dantes; si A, est une solution de (6), Ay, = A+ hy 0,9 + h,0,¢ en est une
aussi; si la discontinuité [R,,,, ] s’annule en un point du rayon z*= a’(u), elle
est égale a zéro en chaque point de ce rayon. Si les conditions (4 ) sont rem-
plies sur X, il en est de méme, en vertu de (6), sur toute ’hypersurface 5.

Comme un exemple nous pouvons calculer la propagation des discontinuités
dans un champ de Schwarzschild :

=
d32:<1 — ?) dez — (1 — E’£1> dr? — r2(do? + sin*0 di?).
Prenons comme X la surface de la sphére r = r, > 2m, t =o. L’équation (3) peut
étre résolue facilement, & savoir o =¢—7r—+7r,— amlog{(r— 2m)|(7, —Smmyl
fitant données les valeurs de [R,,,,] sur X on résout sans peine les équations
(5) et (6). Le parametre u peut étre identifi¢ avec r. Il est convenable




)

d’exprimer le résultat en repéres orthonormés. Désignons par ex(ome.
N . . .
¢=0, ..., 3 ne sont pas des indices tensoriels) le champ de quatre vecteurs

orthonormés : e = (1/\/1 —amfr, o, o, o), et=(o0, J1—oam & o o),
L et " Q1 e oY of »7
ey=(0, 0, 1/, 0), €4=(0, 0, 0, 1/r sinf) et posons Raso= Ryo, ¢ e} ef eZ. Nous
avons alors
e DI — D
[Ragye(r)] = [Rugya(ry)] ¥ = g

Il est intéressant de noter que les discontinuités du tenseur de Riemann tendent
vers zéro pour 7 — o comme 1/r. Ce comportement asymptotique est caracté-

ristique pour les phénomeénes de rayonnement.

(*) Séance du 3 mars 1¢58.

(') F. Prant, Phys. Ree., 103, 1957, p- 1089: A. TrauTMAN, Bull. Acad. Polon. Sec.,
Cl. 111, B, 1957, p. 273.

(?) G. Darnois, Equations de la gravitation einsteinienne (Mém. Sc. Math., 1927);
B. Fizu, Atti Accad. Lincet, 6, 1949, p. 18; S. O’Briex et J. L. Synee, Comm. Dublin
Inst., A9, 1952.

(*) A. Licunerowicz, Théories relativistes de la gravitation et de l'électromagnétisme,
Masson, Paris, 1955.

(Institut de Physique de U Académie Polonaise des Sciences, Varsovie.)

(Extrait des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
t. 246, p. 1500-1502, séance du 10 mars 1958.)

GAUTHIER-VILLARS, EDITEUR-IMPRIMEUR-LIBRAIRE
153456-58 Paris. — Quai des Grands-Augustins, 55. Imprimé en France




