Metody geometryczne w klasycznej
teorii pola

A . TRAUTMAN (WARsZAWA)

Celem  niniejszego wykladu jest przedstawienie metod geometrii- rézniczkowej,
uzywanych w niektérych zagadnieniach fizycznych. Ograniczamy sig “do fizyki
klasycznej i do takich prostych zjawisk jak ruch punktéw materialnych, grawitacja
i elektromagnetyzm. Wybieramy tylko niektdre, mniej znane metody 1 zagadnienia,
a pomijamy takie wazne i tradycyjne tematy jak zastosowanie geometrii Riemanna
do mechaniki analitycznej i ogdlnej teorii wzglednosci oraz zastosowanie teorii grup
Liego do znajdowania rozwigzan réwnan pola. Aby ulatwié $ledzenie wykladu,
zawieramy w nim pewne fragmenty geometrii rézniczkowej, wykraczajace poza
podstawowy program uniwersytecki.

Od dawna wiadomo, ze jezyk i metody geometrii rézniczkowej sg potrzebne
w teorii wzglednodci, a szczegllnie w relatywistycznej teorii grawitacji.  Chwila
zastanowienia wystarcza, aby przekonaé sie, ze kazda fizyczng teorig czasu i prze-
strzeni mozna uja¢ w jezyku geometrii. Ujecie takie ulatwia zrozumienie pojeé
wystepujacych w teorii fizycznej i umozliwia poréwnywanie réznych teorti, takich
jak mechanika Newtona i teoria wzglednosci. Okazuje sig, Ze réwniez inne fragmenty
fizyki, bogatsze niz teoria czasoprzestrzeni, zyskuja na geometryzacji. Zastrzegamy
sig, Ze geometryzacje rozumiemy tutaj szeroko, jako podanie jakiegokolwick modelu
© geometrycznego teorii fizycznej. To samo stowo bywa uzywane w weZszym znaczeniu
w zwigzku z programem ,geometryzacji fizyki”, wysunietym. po sformulowaniu
przez Einsteina ogélnej teorii wzglednosci. Wedlug tego programu wszystkie wielkogci
i pojecia fizyczne (np. pole elektromagnetyczne) powinno sie sprowadzi¢ do wielkosci
i poje¢ geometrycznych, dotyczacych 'czasoprzestrzeni.

We wstepie do kazdej teorii fizycznej powinno sic oméwié stosunek miedzy
zjawiskami fizycznymi a matematyczaymi konstrukcjami uzywanymi do ich opisu.
W odniesieniu do teorii czasu i przestrzeni méwi sig zwykle; Ze przestrzenie matema-
tyczne (rozmaitoéci, przestrzenie Riemanna, afiniczne) sa -modelami czasoprze-
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strzeni fizycznej. Oznacza to, ze miedzy modelem a czasoprzestrzenia istnieje ,,izo-
morfizm?, tzn. odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne, ktdre strukturom geome-
trycznym modelu przyporzadkowuje odpowiednie konstrukcje fizyczne w czaso-
przestrzeni. Dokladniejsze omowienie pojecia mddelu mozna znalezé w literaturze
[8]. W dalszym ciagu niniejszego wykladu bedziemy utozsamiali czasoprzestrzen
z jej modelem, co jest niefcisle, ale wygodne. Zwrot ,.czasoprzestrzen jest rozmai-
toscia” bedzie wiec oznaczaé tyle, co ,,rozmaitos¢ jest modelem czasoprzestrzeni”.

1. Geometria czasoprzestrzeni

W wickszoéci wyktadow i podrecznikéw przeciwstawia sie sobie rozmaite
teorie czasoprzestrzem a w szezegolnosci mocno podkresla réznice miedzy teorig
Newtona a teoria wzglednosci. Latwo jednak zauwazy(, ze wszystkie te teorie majg
wiele elementow wspolnych, a réznice miedzy nimi, jesli spojrzeé na nie z odpowied-
nio ogdlnego punktu widzenia, nie sa tak wielkie Jak wydaja si¢ by¢ przy powierz-
chownej analizie.

Wizystkie dotychczasowe teorie fizyczne opieraja si¢ na zaloZeniu, Ze czaso-
przestrzen jest czierowymiarowq rozmaitosciq rézniczkowq?. Jak wiadomo, oznacza to,
e lokalne wlasnosci topologiczne i rézniczkowe czasoprzestrzeni sa takie jak prze-
strzeni liczbowej R* Crterowymiarowos§¢ czasoprzestrzeni podkresla si¢ dopiero
od czasu FEinsteina, ale w istocie juz Newton postugiwal si¢ rozmaitoscia cztero-
wymiarowa do opisu zjawisk mechanicznych. Znajduje to wyraz w tym, Ze aby
okreblié elementarne zdarzenie, tzn. cos, o czym mozna powiedzie¢ jedynie, gdzie

1 kiedy zachodzi, nalezy podaé cztery liczby: trzy wspolrzedne przestrzenne oraz czas.

Czterowynuarowosc czasoprzestrzeni E mechaniki Newtona jest istotna w tym
sensie, Ze, wbrew temu, co niektdrzy twierdza, nie istnieje naturalne? przedstawienie

1) W literaturze obcej, a takze polskiej, uzywa sie zwykle terminu rozmaitosé ¥ézniczkowalna.
Wydaje nam sie, ze rozniczkowalnos¢ oznacza wlasnosc, ktora moze byé udzialem odwzorowania
(funkcji) a nie samej rozmaitosci (przestrzeni). Bedziemy wigc np. mowili o funkcjach rozniczko-
walnych, okreslonych na rozmaitosci rozniczkowej, a takze o formach rozniczkowych, ktoére moga,
ale nie musza, by¢ rézniczkowalne. Méwiae o rozmaitosciach, bedziemy mieli na mysli wytacznie
rozmaitosci rzeczywiste:

2) Przymiotnika  naturalny uzywamy tutaj i w .dalszym ciagu w nastepujacym znacze=
niu: mowimy, Ze pewien zbibr albo relacia jest w danej teoril naturalna, jesli mozna ja skon=
struowaé uzywajac wytaczdie pojeé whasciwyeh dla tej teorii, bez wprowadzania elementow obcych
(zewnetrznych). Niektore odwzorowania naturalne nazywa sie kanonicznymi. Na przyklad jesli S
jest skoniczenie wymiarowa przestrzenia wektorowa, a S* . przestrzenia dualna, to S 1 8*¥ sa
izomorficzne w sposéb katoniczny, natomiast S'i S* sa izomorficzne, ale 7aden z tych izomorfiz-
moéw nie jest wyrézniony. W teorii przestrzeni wektorowych nie istnieje naturalny izomorfizm S
na S* [2]. Pojecie naturalnodci zostalo scisle okreslone w teorii kategorii, zob. np. [13].




Metody-geometryczne w klasycznej teorii pola 35

E w postaci iloczynu P X T, gdzie P i T sa rozmaito§ciami o dodatnich wymiarach
(np. 31 1). Przedstawienie takie byloby sprzeczne z zasada wzglednoéci Galileusza.

W zwigzku z prébami zbudowania jednolitej teorii pola rozpatruje si¢ w fizyce
teorie, wedlug ktérych rozmaito$¢ podstawowa ma wigcej wymiardw niz cztery.
Wsrdd tych teorii najbardziej znany i udany jest wariant pieciowymiarowy Kaluzy
i Kleina. Jednak réwniez w tych teoriach czasoprzestrzen jest czterowymiarowa.
Pojawia sig¢ ona jako rozmaito$é ilorazowa rozmaitosci podstawowe) przez odpowied-
nig relacje réwnowaznosci.

Zgodnie z nasza umowa, Ze czasoprzestrzen jest rozmaitoscia, elementy tej
rozmaito$ci ‘E mozemy nazywaé zdarzeniami. Bedziemy zakladali, ze zbidr zdarzef
odpowiadajacych ruchowi punktu materialnego jest regularna krzywa w E; te krzywa
nazywa si¢ linig §wiata punktu materialnego albo po prostu ruchem.

Nasuwa si¢ pytanie, czy mozna spodziewac¢ sig, ze w przysztoéci bedziemy uzy-
wali innych modeli czasoprzestrzeni niZz rozmaitoéci rézniczkowe? Albo kréceej,
czy czasoprzestrzen jest naprawde rozmaitoSciq? Wszystkie dotychczasowe préby
zrezygnowania ze struktury rozmaito§ci w teorii czasoprzestrzeni koficzyly sie nie-
powodzeniem. Argumenty, ktdre przytacza si¢ przeciwko pogladowi, ze rozmaitosé
Jest trwalym modelem czasoprzestrzeni, mozna podzieli¢ na trzy grupy.

Po pierwsze, przekonanie o charakterze euklidesowym (w sensie topologicznym

rézniczkowym) czasoprzestrzeni opiera si¢ na obserwacjach dotyczacych szero-
kiego, ale ograniczonego, zakresu odlegltoéci, od atomowych do astronomicznych.
Kosmologia wskazuje na to, ze Wszech§wiat jako calo§é moze posiadaé topologie
r6zng od euklidesowej. Nasuwa si¢ przypuszczenie, ze obecna ekstrapolacja naszych
obserwacji w kierunku mikro$wiata réwniez nie jest stuszna, tzn. ze czasoprzestrzen
»ogladana przez odpowiednio silne szklo powigkszajace” ujawnitaby strukture
162ng od struktury rozmaitoéci.

Druga - grupa argumentéw wykorzystuje szczegdlne wlasciwoéei obiektow
mikro$wiata, opisywane przez wspdlczesne teorie kwantowe. Aby rozmaito§é mogla
by¢ dobrym modelem czasoprzestrzeni, powinno daé sig identyfikowaé dowolnie
bliskie zdarzenia (,,ciaglo§¢” czasoprzestrzeni). Ze wzgledu na atomowa budowe
materii i niepunktowo$¢ czastek elementarnych wydaje si¢ to jednak niemozliwe.
W zwiazku z tym snuje si¢ przypuszczenia, Ze ta zasadnicza niemozliwo$é powinna
znalez¢ odbicie w budowie czasoprzestrzeni, podobnie do tego jak lokalna nierozréz-
nialno§¢ sit grawitacyjnych od sit inercji jest ujmowana w ogdlnej teorii wzglednosci.

Wreszcie, po trzecie, cigglo§¢ czasoprzestrzeni obwinia sie za nieskoficzonosci
(rozbieznodci), ktore pojawiaja si¢ w teoriach relatywistycznych, zaréwno klasycz-
nych jak i kwantowych. Istote rzeczy mozna zobaczy¢ na przyktadzie energii pola
elektrycznego E tadunku punktowego ¢. Energie te¢ mozna napisa¢ w postaci catki

L O

1o
ktéra jest rozbiezna ze wzgledu na dolng granice.

3*
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Préby modyfikacji podstawowych zatozed o strukturze czasoprzestrzeni wiaZe
sie najczeéciej z hipoteza diugosci elementarnej. Oczywiscie, kazda zmiana naszych
wyobrazefi o budowie czasoprzestrzeni pociagnelaby za soba gruntowng rewizje
calej fizyki. Jak juz wspomnieli§my, dotychczas nikomu nie udato si¢ podaé zadnego
rozsadnego modelu czasoprzestrzeni, innego niz rozmaito$¢ rézniczkowa.

Struktura wspdlng dla wszyétkich teorii czasoprzestrzeni jest koneksja liniowa
(powigzanie liniowe)V.

Fizyczna podstawa istnienia koneksji liniowej w czasoprzestrzeni jest zawarta
w pierwszym prawie dynamiki i jego uogdlnieniach. Istotnie, w teorii Newtona
i przy zaniedbaniu zjawisk grawitacyjnych tres¢ pierwszego prawa dynamiki mozna
przedstawié w sposéb nastgpujacy:

Po pierwsze, méwi ono, Ze istnieje wyrézniona klasa ruchéw punktéw material-
‘nych, zwanych ruchami swobodnymi. W wykladzie mechaniki dodaje si¢ w tym
miejscu komentarz na temat, co nalezy rozumieé przez ruchy swobodne i jak takie
ruchy realizowaé. Mianowicie, w tym celu trzeba wyeliminowaé wszystkie sily
i oddzialywania mogace wplywal na ruch punktu. Dla nas istotne jest jednak
tylko to, ze takich ruchéw jest dostatecznie duZo, W tatwym do sprecyzowania
znaczeniu.

Po drugie, pierwsza zasada dynamiki orzeka istnienie takiego (globalnego)
uktadu wspétrzednych, wzgledem ktorego linie $wiata} ruchow swobodnych sa
prostymi w tym znaczeniu, Ze mozna je okredli¢ za pomoca liniowych zwigzkow
migdzy wspStrzednymi. Widac stad, ze pierwsza zasade dynamiki mozna sformuto-
waé tak: w czasoprzestrzeni istnieje symetryczna, plaska koneksja liniowa; linie
$wiata ruchéw swobodnych sa geodetykami wzgledem tej koneksji; Zupeltunie taka
sama zasada dynamiki obowigzuje w ramach szczegdlnej teorit wzglednodci. Jesli
cheemy uwzgledni¢ grawitacje, musimy ruchy swobodne - zastapi¢ przez spadki
swobodne® i usunaé przymiotnik ,,plaska” w opisie koneksji. Zalozenie o tym, Ze
koneksja jest symetryczna, mozna by latwo opuscié wzglednie zastapi¢ innym.
Przyjmuje si¢ je glownie z tego wzgledu, ze skrecenie koneksji nie wplywa na geo-
detyki, a wigc ze znajomosci samych geodetyk nie mozna okresli¢ skrecenia.

Dalsze struktury geometryczne czasoprzestrzeni, ich wlasnosci i zwiazki miedzy
nimi a koneksja liniowa zaleza juz od rodzaju teorii. Oméwimy je krétko w:trzech
najwazniejszych przypadkach: w teorii Newtona, w elektrodynamice przedrelatywisty-
cznej i w teorii Einsteina. Obiekty geometryczne bedziemy opisywaé za pomocg
ich naturalnych sktadowych wzgledem lokalnego ukts lu wspdirzednych & = (£9),
i=1,2,34 ‘

1 Kotieksjc w wiazce baz wektorowych rozmaitosci rézniczkowej nazywa si¢: koneksja i
niowa. Odpowiednio, koneksja afiniczna oznacza koneksje w wiazce baz afinicznych 141.

) Przez spadek swobodny rozumiemy ruch punktu materialiego, na ktéry nie dzialaja Zadne
sily pozasita grawitacyjng. Tej ostatniej nie mozna wyeliminowa¢, gdyZ stosunek masy grawita-
eyjuej do masy bezwladnej jest jednakowy dla wszystkich ciak
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1.1. Teoria Newtona charakteryzuje si¢ istnieniem czasu’ absolutnego, tzn.
funkcji rézniczkowalnej, ktdra jest parametrem afinicznym wzdluz geodetyk trans-
wersalnych wzgledem przestrzeni réwnego czasu (rys. 1). Ostatnie zdanie oznacza,
ze jeSli 7 jest czasem absolutnym (wyrazonym przez wspolrzedne lokalne), a t — x(¢)—
krzywa, to

D dxt dx'
iedli =1 '—--—‘—:Zt““*" t 2:0
jesli  rox=1id oraz a7 Q) g )
i

gdzie id oznacza odwzorowanie tozsamodciowe, a —— == —— V; pochodng absolutnq

dx
dr ~ dtr
Rézniczkujage réwnanie 7 o x(¢) = ¢ dwukrotnie, biorac pod uwage dowolno$é
dx'/dt oraz symetrie koneksji, otrzymujemy

Vit =0 (LD

gdzie 7; = 07/0x’ jest forma czasu absolutnego. Wektor ¢’ taki, ze v°7; = 0, nazywa’
si¢ przestrzennym; wektory, ktére nie sa przestrzenne, nazywaja sie czasowymi.

x(t) krzywa
czasowa

/

T=onst

NN

/

Rys. 1

Krzywa jest czasowa, jedli jej wektory styczne sg czasowe. Jak latwo sprawdzid,
réwnanie (1.1) implikuje, Ze 7 jest parametrem afinicznym wzdhuz geodetyk cza-
sowych.

Nastepna struktura, wlasciwg teorii Newtona, jest p1zestrzenny, kontrawariantny
tensor metryczny hY. Przestrzennoéé oznacza tu

W =0 (1.2

i powoduje, ze tensor 4 okreéla kwadraty wektoréw przestrzennych, ale nie czaso-
wych. Wilasno$c¢ ta wiaze si¢ z tym, Ze w teorii Newtona nie ma wspdlnej jednostki
miary czasu i odlegloéei.

Podobnie jak w geometrii Riemanna, koneksja jest metryczna wzgledem £

Vihi=10 a3
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Wreszcie, ostatni ogdlny postulat teorii Newtona dotyczy whasnosci koneksji
i jej zwiazku z potencjatem pola grawitacyjnego. Zaklada sig, ze istnieje pole skalarne
@, przy pomocy ktérego wspStezynniki koneksji mozna przedstawi¢ w postaci

Ijy = I T Th 0,0 a4

gdzie I oznacza koneksje catkowalna (ptaska), 0,P = 0P/ox'. Rozbicie koneksji,
okreslone wzorem (1.4), nie jest jednoznaczne. Mianowicie, jesli ¥ jest dowolnym
rozwiazaniem réwnania ‘
- T[iV j1 0,,‘? = ()
to koneksja

ﬁi

jk—~1jrkh"a,?l’

jest tez catkowalna. Niejednoznaczno$¢ rozbicia koneksji na cz¢$¢ catkowalna i czg§é
»potencjalna” odgrywa istotng rolg w newtonowskiej kosmologii [10]. Na mocy
(1.4) réwnanie geodetyk czasowych w parametryzacji afinicznej jest postaci

x' o, dxt dx* i

G g B L Ry a.s
g g g =

Biorac okre$lone przedstawienie koneksji w postaci (1.4), mozna wybra¢

wspélrzedne & w E tak, aby

It 20 (1.6)

4
Na mocy (1.1)—(1.4) wynika stad
0;0;t20 oraz  0hED
a za pomoca przeksztalcef liniowych, ktére zachowuja ostatnie réwnania, mozna

otrzymac
1 0

WX Xyt n

0 0

Warunki (1.6) i (1.7) wyznaczaja uklad wspoirzednych z dokladnoscia do obro-
téw przestrzennych i przeksztalcen Galileusza

X* = X Vx4, (0=1;2,3)

Przy uzyciu takich wlaénie ,,ukladéw inercjalnych” rozpoczyna si¢ kazdy wykiad
mechaniki Newtona. -

W rozdziatach po§wieconych ruchom wzglqdnym i cialom sztywnym uzywa sie
ukladéw ogdlniejszych, ograniczonych jedynie przez (1.7). W réwnaniu rucha (1.5)

[
wystepuja wtedy czlony zwigzane z nie znikajacymi sktadowymi koneksji I, ktore

nterpretuje si¢ jako odpowiadajace sile Coriolisa, sile odérodkowej itp.
i ;
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Na podstawie znajomoS$ci ‘koneksji (1.4) mozna- obliczy¢ skladowe tensora
krzywizny R}, oraz zweZonego tensora R;; = RY;. Warunkiem na to, aby nie bylto
pola grawitacyjnego, jest Rj-k, = 0. W ogdlnym przypadku, gdy istnieje pole grawi-
tacyjne, na podstawie bezposredniego rachunku otrzymujemy

1.2. FElektrodynamika przedrelatywistyczna jest teoria bogatsza od teorii '
Newtona. Oprécz wszystkich struktur geometrycznych wiasciwych czasoprzestrzeni
Newtona zaklada si¢ w tej teorii istnienie eferu, czyli ,najezenia” przestrzeni v =
= const (rys. 2). Inaczej mowigc, eter jest to pole kierunkéw czasowych. Kierunki

yﬂﬁﬁﬁ

Eter
Rys. 2

te mozna scharakteryzowaé za pomoca pola wektorowego #, unormowanego wzgle-
dem formy czasu absolutnego

W, =1

Tensor symetryczny
gij = c~2yiyd —hii

(gdzie c jest stala predkoécia §wiatta) jest nieosobliwy. Oznaczajac przez Fi; = —F;
tensor pola elektromagnetycznego, réwnania Maxwella w prézni mozna napisaé
w postaci

OpFiy =0 (1.9)

V;Fi=0 (1.10)
gdzie

FU = g*gi'Fy

ZaléZzmy, ze nie ma pola grawitacyjnego, [ = ]o’j,,, eter jest ,sztywny”:
V; u* = 0 i wybierzmy uklad inercjalny, zwiazany z eterem (u' 2 68}). Latwo wtedy
sprawdzi¢, ze réwnania (1.9) i (1.10) sprowadzaja si¢ do réwnan Maxwella w zna-
nej postaci

rotE+%%?:0, rotB—%%?—:

divB=0 divE =0
gdzie '
CE = (Fis, Fau, Fsy), B = (Fy3, Fy, Fi2)
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1.3. Teoria wzglednosci opiera si¢ na zalozeniu, Ze czasoprzestrzen jest
czterowymiarowa przestrzenia Riemanna z tensorem metrycznym o sygnaturze
(1,3)M.

Jak wiadomo, przestrzen Riemanna jest to rozmaito$¢ rézniczkowa z nieosob-
liwym polem metryczaym g;; oraz symetryczna koneksja liniowq, ktéra jest
metryczna

Vg =0

Dla kazdego pola g;; istnieje jedna taka koneksja. Widad, ze teorii wzglednosci
odpowiada znacznie prostsza geometria niz teorii Newtona i elektrodynamice
przedrelatywistycznej. Wszystkie wielko$ci geometryczne w teorii Einsteina daja si¢
wyprowadzié z pola metrycznego. Podobnie jak w teorii Newtona, znikanie tensora
krzywizny jest réwnowazne brakowi pola grawitacyjnego. W ogdlnym przypadku
postuluje si¢, ze w obszarach, gdzie nie ma materii (poza polem grawitacyjnym),
obowiazuje réwnanie R;; = 0. Na mocy (1.8) jest ono naturalnym uwogdlnieniem
réwnania Laplace’a wystgpujacego w teorii grawitacji Newtona.

Struktura geometryczna teorii wzglednoéci jest ubozsza niz elektrodynamiki
przedrelatywistycznej, w ktorej, oprécz koneksji, wspolistnieja tensory metryczne g
i h, eter oraz czas absolutny. Istotny krok, uczyniony przez Finsteina w 1905 roku,
polegat na odrzuceniu tych trzech ostatnich elementow.

Zwréémy jeszeze uwage na to, ze odstep czasu migdzy dwoma zdarzeniami 112
dany jest w teorii- Newtona przez calke

2

{av

1
rézniczki zupelnej czasu absolutnego. W teorii Einsteina odpowiedni odstep czasu
2
S ds
1
gdzie
ctds* = gi;dx‘dx’
zalezy od krzywej catkowania, tzn. od historii punktu materialnego, ktdrego udziatem

sa zdarzenia 1 i 2. W podrecznikach teorii wzglednoéci omawia si¢ ,,paradoks bliz-
niat”, ktéry opiera sig na zaleznosci wartosci calki S ds od drogi calkowania.

1) W matematyce zwykle rezerwuje si¢ nazwe przestrzeni Riemanna dla rozmaitosci réznicz-
kowych zaopatrzonych w pole tensora metrycznego, ktorego forma:kwadratowa jest dodatnio
okre§lona. Niektorzy proponuja, aby w przypadku: sygnatury (1, 3) — lub, ogdlniej, sygnatury
(k; ), gdzie k1==0, mbéwi¢ o przestrzeniach Lotrentza. W naszym wykladzie uzywamy nazwy
,,przestrzen Riemanna® w tym ogélniejszym znaczeniu: :
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2. Wiazki widkniste

Obecnie omoéwimy te podstawowe pojecia teorii rézniczkowych przestrzeni
wldknistych, ktére beda uzywane w dalszych czgéciach wyktadu.

Majac dane dwie przestrzenie topologiczne (rozmaitosci réZniczkowe) przez
wzigcie ich iloczynu kartezjaniskiego mozna utworzy¢ trzecig taka przestrzen, Wigzka
wldknista jest uogdlnieniem pojecia iloczynu kartezjanskiego dwoch przestrzeni
topologicznych, a w szczegSlnosci rozmaitodei rézniczkowych. Uogdlnienie to jest
dwojakiego rodzaju. Po pierwsze, wiazka widknista daje sie lokalnie przedstawic
w postaci iloczynu kartezjanskiego (mowi sig, ze wigzka jest lokalnie trywialna).
Po drugie, owych lokalnych rozkladéw jest wiele i zaden z nich nie jest wyrdzniony.
Rozmaite rozktady lokalne wiaza si¢ z sobg za pomoca dzialania pewnej grupy
przeksztalceni, zwanej grupa struktury wiazki. Wiazki widkniste, ktére wystepuja
w lokalnej geometrii rézniczkowej, sa trywialne, tzn. przedstawialne jako iloczyn
kartezjanski, Mimo to postugiwanie si¢ nimi w rozwazaniach lokalnych jest wygodne
ze wzgledu na drugi aspekt uogdlnienia, ktére prowadzi od iloczynéw do wigzek.
Wizystkie zagadnienia, ktére w klasycznej geometrii rézniczkowej i w fizyce obejmuje
sic mianem niezmienniczo$ci, staja si¢ znacznie bardziej przejrzyste, jesli uzywac
jezyka przestrzeni widknistych,

2.1. WielkoSci geometryczne nad przestrzenia wektorowa. Rozpoczniemy od
przypomnienia pewnych poje€ i konstrukeji algebraicznych [7].
‘ Niech S bedzie n-wymiarowa przestrzenia wektorowa nad cialem liczb rzeczy-
wistych R. Przez B(S) oznaczymy zbidr wszystkich baz wektorowych przestrzeni S.
Kazdy element r zbioru B(S) jest wigc ciagiem (ry, ..., ), skladajacym si¢ z n liniowo
niezaleznych wektordw. Zbidr wszystkich automorfizmdéw przestrzeni S tworzy
grupe GL(S). Wiadomo, Ze jesli 4 € GL(S) i r € B(S), to

A(r) = (A(r), ..., A(ry)) € B(S) .

Grupe GL(n) = GL(R™ nazywa sie grupa liniowa w n wymiarach; jej elementy
mozna utozsamiaé z mnieosobliwymi, rzeczywistymi macierzami n-tego stopnia.
Macierz jednostkowa bedziemy oznaczali przez I. Dla dowolnej rzeczywistej n-wymia-
rowej przestrzeni wektorowej S mozna okresli¢ prawostronne dzialanie® grupy
liniowej w zbiorze baz B(S) jak nastepuje. Niech' a = (a}) € GL(n), r = (r;)) € B(S);
I j = 1, ..., n. Definiujemy

Ya(r) = (r;a))
) Zwrot: ,,grupa G dziala prawostronnie w zbiorze E” oznacza, ze dane jest odwzorowanie

a— y, grupy G w grupe wszystkich wzajemnie jednoznacznych odwzotowat E na E; spelniajace
Pa0 Yp = Ypy. Podzbidr #(x) = E nazywa si¢ orbita punktu x e F lub obszarem tranzytywnosci

grupy, jesli y e #(x) « istnieje a € G takie, Ze y,(x) = y. Zbiér E/G = UJ {#(x)} nazywa si¢ ilora-
xek

zem' E przez G, a odwzorowanie # : E — E/G, ktore przyporzadkowuje punktowix jego orbitg, na~
zywa sig ‘odwzorowaniem kanonicznym E na E/G.
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Widaé od razu, Ze y, jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym B(S)
na B(S)i ze dla dowolnych a, b € GL(n)

°Yp = Ypy

gdzie ba oznacza iloczyn macierzy. Tak okre§lone dziatanie GL(n) w B(S) jest jedno-
krotnie przechodnie:

dla kazdej pary r, r’ € B(S) istnieje jedno a € GL(n) takie, Ze r' = y,(r);
swobodne:

jesli a # I, to ,(r) # r dla kazdego r € B(S)
i przemienne z dziataniem GL(S):

q)aoAonzpa 2.1

dla dowolnego ‘ae GL(n) i A e GL(S).

Mozemy teraz okresli¢ pojecie wielkosci geometrycznej® nad przestrzeniq
- wektorowa S.

Niech ¢ bedzie homomorfizmem grupy GL(n) w grupe GL(m). Bedziemy czesto
pisali o, zamiast ¢(a). Mamy wigc 0,_1 = 0, oraz

04 0 Op = Ogp

W iloczynie kartezjafiskim B(S)X R™ okre§lamy prawostronne dzialanie grupy
GL(n) jak nastepuje:

Wa(ra 9) = (Wa(r)’ O'ZI(Q)) (2'2)‘
gdzie a € GL(n).r e B(S), ¢ ¢R". Elementy ilorazu
a(S) = (B(S)XR™)/GL(n)

nazywamy wielko$ciami geometrycznymi typu o nad przestrzenig . Niech # : B(S)X
X R™ - ¢(S) bedzie odwzorowaniem kanonicznym, to

(', ') = #(r, @) <> istnicje a € GL(n) o tej whasnosci, ze ,(r, g) = (', ¢) @3)

Przez %, : R" = o(S) bedziemy oznaczali odwzorowanie czgéciowe (,,przy
ustalonym r°°) : #,(q) = #(r, ¢); Na mocy tego, ze GL(n) dziala w B(S) w: spos6b
przechodni oraz swobodnie, %, jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym
R™ na ¢(S). Mozna wprowadzi¢ w o(S) struktur¢ przestrzeni wektorowej nad R
taka, aby #, byto izomorfizmem. Widaé, ze wprowadzona w ten sposéb struktura
przestrzeni wektorowej w o(S) nie zalezy od wyboru bazy r.

Jesli u € a(S), to »7 (u) jest ciagiem m liczb rzeczywistych, ktére nazywaja sie
skladowymi (wspStrzednymi) wielkoéci u wzgledem bazy r. Kladac

#(r) = ;' (u) @9

1) Nazwa ta zostala zaczerpnigta od Schoutena [6], ktory: pisze o geometric  quantities. Po
polsku,,wielko$é geometryczna® nie brzmi zbyt dobrze, ale lepszej i tak ogdlnej nazwy nie znamy.
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przyporzadkowujemy wielkosci geometrycznej u € o(S) odwzorowanie # : B(S) —
— R™ Wzdér
U oy, = o lon 2.5)
" ktéry jest bezposrednia konsekwencia (2.2) 1 (2.3), nazywa si¢ zwykle prawem
transformacyjnym skladowych wielkosSci geometrycznej wzgledem zmian bazy.
Jedli i : B(S) — R™ jest odwzorowaniem spetniajacym (2.5), to istnieje jeden element
u € 6(S), dla ktorego zachodzi (2.4).
Mozemy okre$li¢ lewostronne dzialanie grupy GL(S) w o(S) jak nastgpuje.
Niech 4 € GL(S) i u € ¢(S), to — na mocy (2.1) — mamy

iodoyw, =07 0iiod
Istnieje zatem element o4(u) € o(S) taki, Ze
Ty ~
o4y =1tuo0A""

Latwo sprawdzié, ze 4 — o4 jest homomorfizmem GL(S) w GL(a(S)).

Przyklad 1. Niech m = n, a ¢ = T oznacza tozsamo$¢, tzn.
Tu(g) = (a}¢’)
gdzie a = (a}) € GL(n), g = (¢') e R". Odwzorowanie -
x(r, @) > 1:q’

jest naturalnym izomorfizmem T(S) na S. Wielkosci typu 7' mozna utozsamié z wek-
torami i bedziemy to w dalszym ciggu robicé.

Przyklad 2. JeSli o :GL(@n) > GL(m) jest homomorfizmem, a 'b oznacza
1macierz transponowang wzgledem macierzy b, to odwzorowanie ¢* : GL(n) — GL(m)
okreslone przez \

o*(a) = ‘o(a™)

tez jest homomorfizmem. Wielko$ci geometryczne typu ¢* nazywa sig kontragre-
dientnymi wzgledem wielkodci typu o. W szczegdlnoéci wielkosei typu 7% nad §
mozna utozsamié z elementami przestrzeni S*, dualnej wzgledem S. Istotnie, mamy

THg) = (g;a")
gdzie g = (g;) € R™. Jesli (r) jest baza dualna wzgledem r = (r;), to odwzorowanie
#(r, @)~ r'q;

Jjest izomorfizmem T*#(S) na S*. W dalszym ciggu warto$¢ formy w € S* na wektorze
v € S bedziemy czesto oznaczali przez (v, o). W szczegdlnoci, mamy

<I’i,l"j>= 6{
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Przyklad ‘3. Niech m =1 oraz
= (det a)¥, w=0,41, +2, ...

Wielkosci tego typu nazywaja si¢ ggstosciami skalarnymi o wadze w.

Algebre Grassmanna [3] przestrzeni wektorowej S oznaczymy przez /\(S)

Umawiajac sie, ze /\S =R i /\S S, mozna jg przedstawi¢ w postaci sumy
prostej

n k
/\(S):k@)/\s, n = dim S

k
iloczyndéw zewngtrznych S. Hoczyn zewnetrzny /\ Stk = 2,3, ..., ) utozsamiamy
z ilorazem

k
X) S/Ni

Kk
gdzie N; « ® S jest podprzestrzenia tensoréw o znikajacych czeéciach antysy-
k y

metrycznych. Elementy przestrzeni /\ Si /\ S* nazywa si¢ odpowiednio k-wektorami
k k

i k-formami. Obraztensorav;® ... ® v, przy odwzorowaniu kanonicznym @S -/\S

oznacza Sig przez v; A ...A U i nazywa iloczynem zewnetrznym wektoréw v,,...,

vy, € S. k-wektor, ktdry jest iloczynem zewngtrznym wektoréw, nazywa sie k-wek-

torem rozkladalnym.

k k
Dla kazdego A € GL(S) istnieje /\ Ae GL(/\ S) okreslone przez o

k
(/\ A) (O A Ao =A@ A A Ay
oraz /\ (4) e GL(/\ (S)), ktére définiuje sig za pomocy wzorl

A\ ) (Z J = Z(AA) @, eﬁs

Okreslone w ten sposdb odwzorowanie

/\ 1 GL(n) > GL(2") 2.6)

jest homomorfizmem, a stosowana przez nas notacja jest wewnetrznie zgodna.

Mianowicie, przestrzen wielkosci typu /\ nad S jest w naturalny sposéb izomor-

n k
ficzna przestrzeni /\(S)”. Niech z = Yz, z e AS. Odwzorowanie K algebry
k=0

1) Czytelnik moze zechciec uporzqdkowac material zawarty w mmejszym paragrafie przy
pomocy pojec teorii kategorii,
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n

/\ (S) w siebie, okre§lone przez K(z) = Z (—D¥z jest inwolucjq, tzn. automorfiz-
k=0

k k
mem algebry takim, Zze K o K = id. Przestrzenie /\ Si /\ S* sg w relacji dwoisto$ci
ze wzgledu na forme biliniowg

k K

/\ S % /\S*a (z,z¥) > (z,z*> eR
okre§long dla elementéw rozkladalnych przez

(UL A AT, 01 AL Ay = det (v, o)
k—1

k —
JesliveSiz*te /\ S*, to istnieje jedno v_|z* ¢ /\ S* takie, ze

(2,0 1 2% = (o nz, 2%

k—1
dla kazdego z'¢ /\S. Przestrzenie /\* (9), /\ (% i /\(S)* mozna w natu-
ralny sposéb utozsamid.

2.2. RozmaitoSci rézmiczkowe. Przypomnimy obecnie podstawowe pojecia
dotyczace rozmaitodci rézniczkowych. Niech E bedzie przestrzenia Hausdorffa
o przeliczalnej bazie. Mapg tej przestrzeni nazywamy kazda tréjke (V, &, n) taka,
ze E o V jest zbiorem otwartym, a & jest homeomorfizmem ¥ na pewien otwarty
podzbidr przestrzeni R"(n =0, 1, 2, ...). Zbiér V nazywa si¢c dziedzing mapy.
Rodzina map, ktérych dziedziny pokrywaja przestrzefi, nazywa si¢ atlasem tej
przestrzeni. Rozmaito$¢ jest to spdjna, posiadajaca atlas przestrzen Hausdorffa
E. Na mocy spéjnosci E liczba calkowita n jest jednakowa dla wszystkich map
i nazywa si¢ wymiarem E. W zwigzku z tym bedziemy w dalszym ciagu moéwili
o mapie (V, &) zamiast (V, &, n). Dwie mapy (V, &) 1 (W, 7)) nazywaja sig zgodnymi,
jeSlino & i £oy~!sa funkcjami klasy ¥® na &(V A W) i n(V n W), odpowied-
nio. Rozmaito§é, ktéra posiada wyrézniony, maksymalny atlas parami zgodnych
map, nazywa si¢ rozmaitosciq rézniczkowq (klasy €). Na przyklad, przestrzenie
R*(n =1, 2, ...) majg naturalna strukture rozmaitosci rézniczkowych., Mapy nale-
zgce do wyrdznionego atlasu maksymalnego nazywaja si¢ dopuszczalnymi. W dal-
szym ciggu bedziemy mowili tylko o takich mapach.

Odwzorowanie ki n-wymiarowej rozmaitoéci rézmiczkowej £ w m-wymiarowa
rozmaito$¢ rézniczkowa F nazywa si¢ rézniczkowalnym, jesli dla kazdej pary map:
V.8 wEi(W,n) w F odwzorowanie 5o ho &' E(V)— n(W) jest rézniczko-
walne. Odwzorowanie 4, wzajemnie jednoznaczne i takie, ze A i A~ sa rozniczko-
walne, nazywa si¢ izomorfizmem rézniczkowalnym?. W dalszym ciagu nie bedziemy

D Uzywa sig rowniez nazw dyfeomorfizm albo dyferomorfizm. S3 to, naszym zdaniem, niezbyt
udane neologizmy.
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zajmowali si¢ rozmaito$ciami innymi niZ. rozmaitodci rézniczkowe ani odwzoro-
waniami nierézniczkowalnymi. W zwiazku z tym, bez obawy o nieporozumienie,
bedziemy czgsto opuszczali przymiotniki: rézniczkowy i rézniczkowalny. Zbidr
funkcji- rézniczkowalnych E — R bedziemy oznaczali przez €(E). Odwzorowanie
v : ¥(E) —» R nazywamy wektorem stycznym do E w punkcie p € E, jesli jest ono
liniowe:

v(ad+bu) = av(A)-+bo(u)

gdziea, beR 1 1, u e C(E), oraz spelnia regule Leibniza,
o(Aw) = Up) v(w)-+up(p) v(2)

Dowodzi sie, ze v(4) = 0, jesli A = 0 w pewnym otoczeniu p. W zwiazku z tym
mozna obliczaé warto§¢ v na funkcjach rézniczkowalnych, okreSlonych jedynie
w pewnym otoczeniu p, np. na funkcjach &, odpowiadajacych mapie (V, &), ktérej
dziedzina zawiera p. Zbiér T,(E) wektorow stycznych do E w p jest przestrzenia
wektorowa; dowodzi sig, Ze jest ona m-wymiarowa, je$li wymiar E wynosi n. Jeli
g:R - E jest rézniczkowalne i —o0 < a < b < o0, to g([a, b]) nazywa sig
krzywa. Kazdemu punktowi g(t) krzywej odpowiada wektor styczny v okre§lony
przez

d
() = (71’7 Ao q)tztO

Kazdemu punktowi p nalezacemu do dziedziny ¥ mapy (V, &) mozna przypo-
rzadkowaé pewng baze e(p) przestrzeni T,(E), zwang baza naturalng wzgledem
tej mapy. Wektory tej bazy sa styczne do linii wspétrzednych ukladu wspdtrzednych
& = (&Y. Mozna je okresli¢ podajac wartosci tych wektoréw na funkcjach &'

e(p) (&) = 6{

Znajdziemy baze dualna (e'(p)) wzgledem bazy naturalnej. Niech A e (E),
okreslamy dA(p) € T,(E)* wzorem

Lo, dA(p)) = v(4), gdzie v'e T,(E) @7

Widaé od razu, ze
el = d&t 2.8)

Kazde w € T,(E)* mozna zapisa¢ w postaci w = w;dé'(p); w zwiazku z tym
elementy T,(E)* nazywa si¢ formami rézniczkowymi.

Odwzorowaniu rézniczkowalnemu % : E — F. odpowiada homomorfizm T,(E)
W Ty (F), ktory bedziemy oznaczali przez A’ i nazywali odwzorowaniem stycznym

do h. Jest ono zdefiniowane przez

Hoy(D)=v@oh), veTyE), Ae¥4(F)

gdzie, ze wzgleddw graficznych, napisali§my hA'v zamiast A'(v). Homomorfizm sprze-
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Zony (transponowany) wzgledem odwzorowania stycznego 4’ bedziemy oznaczali
przez h*,

<7)> h* CO> = (h’v,w), WETP(E): w GTh(p)(F)*
Widaé, ze
d(Ao by = h*d).

Rodzing (p,)er odwzorowan p, : E— E nazywamy jednoparametrowa grupa
przeksztalcen rozmaitosei E, jesli ‘

RXE>(t,p)—»p(p)eE

jest odwzorowaniem rézniczkowalnym,
pe=id . oraz  piops=pis

dla kazdych ¢, s e R. Wynika stad,-ze dla kazdego ¢ € R, p, jest izomorfizmem réz-
niczkowalnym E na E, a p_, jest izomorfizmem odwrotnym wzgledem p,. Krzywe
t - pp), p € E, nazywaja si¢ trajektoriami grupy, a pole wektorowe, styczne do
trajektorii, polem wektorowym indukowanym przez grupe. Wiadomo, Ze na odwrdt,
kazdemu polu wektorowemu na E odpowiada lokalna, jednoparametrowa grupa
przeksztalcen lokalnych rozmaitosci E.

2.3, Wiazka baz rozmaitoSci rézmiczkowej. Niech £ bedzie n-wymiarowa
rozmaito$cia rézniczkowa, T, — przestrzenia styczng do E w punkcie p. Rozpatrzmy
zbidr

B(E)= U B(T,)
pek

wszystkich baz przestrzeni stycznych do rozmaito$ci E. Dzialanie grupy GL(n),
okreSlone na kazdym B(T,), jest tym samym okre§lone na B(E). Bedziemy je réw-
niez oznaczali symbolem y. Dla kazdego r € B(E) istnieje jeden punkt p = n(r) € E
taki, ze r jest baza T,. Mamy wigc okre§lone odwzorowanie (rzut) s zbioru B(E)
na E. Niech (V,§) bedzie mapa rozmaitoici E. Przyporzadkujemy jej odwzo-
rowanie 7~!(£) zbioru ™! (¥) w R"XR?,

2=l (V) 2 1O (Eon(r), <ry, € o m(r))) e R XR™

Pokazuje si¢, ze istnieje topologia i struktura rézniczkowa w B(E), dla ktérej
zbidr par (m~1(V), =~1(§)) stanowi atlas map dopuszczalnych. Wzgledem tak zdefi-
niowanej struktury rézniczkowej zbioru B(E) odwzorowania 7w : B(E)— Eiy : GL(n) X
X B(E) — B(E) sg rozniczkowalne (grupa liniowa ma naturalna strukture réznicz-
kowa zgodng z dzialaniami grupowymi, tzn. jest grupa Liego). Rozmaito$¢ B(E)
nazywa si¢ wiqzkq baz rozmaitoéci E. Grupa GL(n) jest jej grupa struktury. Dla
kazdego peE zbiér n'(p) = B(T,) = B(E) jest domknigta podrozmaitoécia;
nazywa si¢ ja widknem nad p. Wiazka jest wiec suma wl@kien.
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Niech V < E bedzie zbiorem -otwartym. Odwzorowanie e : V- B(E) takie,
7e 7 o e = id nazywa si¢ przekrojem lokalnym (nad V) wiazki B(E). Przekroje lokalne
istnieja; aby sie¢ o tym przekonad, wystarczy wziaé jako V dziedzing pewnej mapy
(v, &) a jako e — odwzorowanie, przyporzadkowujace punktowi p € ¥ bazg natural-
na zaczepiona w tym punkcie i odpowiadajaca lokalnym wspStrzednym &. Jesli e jest
przekrojem lokalnym nad V, a h: ¥V — GL(n) odwzorowaniem, t0 p = W © €(p)
tez jest przekrojem lokalnym i kazdy przekrdj mozna w ten sposob otrzymac.

Niech e : V — B(E) bedzie przekrojem lokalnym, to

a V)ar— (a(r), <ry, € om(r)>) e VX GL(n) 29

jest izomorfizmem rézniczkowalnym, ktorego istnieniec wyraza lokalng trywialno$c¢
wiazki B(E): ,niewielka” jej czgs¢ 7~ Y(V) jest izomorficzna iloczynowi kartezjaii-
skiemu. W zwiazku z tym, Ze przekrojéw jest duzo, istnieje rowniez wiele rozktadow
lokalnych postaci (2.9) i zadne z nich nie sa wyréZznione, chyba ze rozmaito$¢ E
posiada dodatkowe struktury. ‘

Latwo jest skonstruowaé rozmaito$§¢ rézniczkowa skiadajaca sie z wietkosci
geometrycznych typu o, ,zaczepionych” we wszystkich punktach n-wymiarowej
rozmaitosci E. Niech ¢ : GL(n)— GL(m) bedzie homomorfizmem rézniczkowalnym.
Tworzymy najpierw sumg mnogoéciowa

a(E) = UEG(T,,)

Jesli u € o(E), to istnigje p € E takie, ze u € o(T,); kladziemy p = o(w) 1 nazy-
wamy odwzorowanie ¢ : o(E)~ E rzutem. Niech (V&) bedzie mapa, e— od-
powiadajacym jej przekrojem lokalnym wigzki baz; okre§lamy odwzorowanie
o7 () 5 u -0 (&0 p(u), i o e 0 o(w)) e R R™ i wprowadzamy W o(E) topologie
i strukture rézniczkowa takie, aby zbiér par (o~'(V), ¢7'(§)), gdy (¥, 9 przebiega
atlas rozmaitoéci E, byt atlasem map dopuszczalnych rozmaito$ci o(E). Odwzo-
rowanie rézniczkowalne ¢ : ¥V — o(F) takie, Ze gop = id, nazywa si¢ przekrojem
lokalnym. Przekrd6j lokalny jest wigc polem wielkosci geometrycznej typu o, okre-
$lonym na V. Majac dany przekrdj ¢ : V — o(E) mozemy okreslié odwzorowanie,
@ (V) R™ Kladac

@)= w7t opon(r)
Na mocy (2.5) mamy v
P oy, == ogte @ 2.10)

Niech e bedzie polem baz naturalnych, odpowiadajacym mapie. (¥, £). Odwzo-

rowanie ,
f={oeok 1 :R">R" (2.11)

nazywa sie wyrazeniem pola ¢ przez wspdlrzedne lokalne & w V. Jesli X : R"—» R”
jest izomorfizmem rézniczkowalnym (,,przeksztalcenie wspotrzednych”) i E=Xo§,
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to (V, £) tez jest mapa. Oznaczajac przez € odpowiadajace tej mapie pole baz natu-
ralnych, wprowadzajac wyraZenie pola ¢ przez wspélrzedne lokalne £

f=@oeog™ (2.12)
biorac pod uwage (2.10) i prawo transformacji baz

o)) = s o8(p),  gdrie ¥ = O o &(p) .13

mozemy napisaé¢ regule przeksztalcen
fG) =o05of(x),  gdze x = &(p), X = &(p) 214)

W dalszym ciggu, ze wzgledu na wyraznie lokalny charakter prowadzonych
tu rozwazan, nie bedziemy ‘tej lokalno$ci stale podkreslaé. Bedziemy wige moéwili
o mapach i przekrojach nie precyzujac ich dziedzin albo wrecz zakladajac, ze dzie-
dziny te pokrywaja si¢ z calg rozmaitoscia.

2.4. Gloéwna wiazka wldknista. Wiazki stowarzyszone [4, 7]. Gldéwna wiazka
wldknista stanowi uogdlnienie pojecia wiazki baz. Mowimy, Ze P jest (rézniczkowa)
gtéwna wigzka wioknista nad baza E i o grupie struktury G, jesli:

(3) P E sg rozmaitosciami rézniczkowymi, a G — grupa Liego;

(b) dany jest rézniczkowalny rzut &« wiazki P na bazg E (podprzestrzenie
G, = n"'(p) = P, p € E, nazywaja si¢ widknami);

(¢) G dziala w P prawostronnie

GXPB((Z,I‘)*—)Q/)“(T)GP, Yo ©Yp = YPpq
swobodnie i rézniczkowalnie, a widkna sa obszarami tranzytywnosci grupy;

(d) P jest lokalnie trywialna, tzn. dla kazdego p € E istnieje otwarte otoczenie
V oraz izomorfizm rézniczkowalny 7 : m~'(V) — VX G, zwany rozkladem lokalnym,
taki, ze :

n(@) = (@), 1)) i gowdr)=2x(a
dlarea(V), aedG.

Z definicji P wynika, Zze widkna sa domknietymi podrozmaito§ciami, a odwzo-
rowanie ¢, : G— Gy, okre§lone przez y,(a) = ,(r), jest izomorfizmem réznicz-
kowalnym G na Gy, .

Niech F bedzie rozmaitoscig rézniczkowa, w ktérej grupa G dziala lewostronnie

GXFa(aaq)”)O-a(q)EF, 0y 0 0p = Ugp

W iloczynie P X F wprowadzamy prawostronne dzialanie G-w sposéb okreslony
wzorem (2.2), definiujemy iloraz M = (P X F)/G, odwzorowanie kanoniczne

4 Metody geometryczne
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#%:PXF—> M oraz rzut o: M — E kladac pox(r, q) = n(r). Odwzorowanie
czgSciowe x, przeksztalca wzajemnie jednoznacznie F na wiSkno F, = p~'(p),
gdzie p = a(r). Jesli 17~ '(V)— VX G jest rozkladem lokalnym wigzki P, to
7~ (p, ab) = yy o 17 (p, @), zatem H(p, q) = »(y~"(p, a), 07" (¢)) naprawde nie zalezy
od a € G. Odwzorowanie & : VX F - p~'(V) jest wzajemnie jednoznaczne i mozna
wprowadzi¢ w M topologie i strukture rézniczkowa w ten sposéb, aby & bylo izo-
morfizmem rézniczkowalnym dla kazdego rozktadu lokalnego # wiazki P. Okreslona
W ten sposdb rozmaito$¢ rézniczkowa M nazywa sie wiazka widknista o widk-
nie typowym F, stowarzyszong z gtéwna wiazka P nad E.

W szczegdlnodcei, jesli P = B(E), F=R"™ i o : GL(n) —» GL(m) jest homomor-
fizmem, to M mozna utozsamié z o(E). W zwiazku z tym méwimy, ze o(E) jest
wiazka wielkoéci geometrycznych typu o; jest to wiazka stowarzyszona z gléwna
wigzka baz. Zbiér Co(E) przekrojéw wiazki o(E) posiada naturalng strukture prze-
strzeni wektorowej. W szczegélnosci, przez T(E) i T*(E) oznacza sie, odpowiednio,
wiazke wektoréw stycznych i form rézniczkowych. Przekroje tych wiazek nazywaja
si¢ polami wektorowymi i polami form. Na przyklad, funkcji rézniczkowalnej
A € C(E) odpowiada pole form dA e CT*(E) okreslone przez (2.7). Ze wzgledéw
Jjezykowych mowi sig¢ czasem o formach, mimo Ze ma sig na mysli pola form.

Rozpatrzmy wiazke /\* (E), stowarzyszong z B(E) i odpowiadajaca homomor-
fizmowi /\*, okre§lonemu przez (2.6): Zbiér C /\* (E) przekrojéw tej wiazki posia-
da strukturg algebry: jesli w, o’ € C /\*(E), to'w A o’ jest okre§lone przez '

(0 A ') (p) = w(p) Aw'(p)
dla kazdego p e E. Algebre te nazywa si¢ algebrg Cartana rozmaitoéci E. 'Widaé od
razu, w jaki sposéb mozna przenies¢ inwolucje K, okreslong w /\ (R"ydo C /\*(E).
R 43 1

Algebra Cartana jest generowana przez C /\* (EY=%(E)i C /\’k (E) = CT*(E).
Istnieje jedno odwzorowanie liniowe d algebry Cartana w.siebie, ktére jest anty-
rézniczkowaniem wzgledem K, ,

d(w A 0')y = (do) A o'+ (Kw) A do’, doeK+Ked=0

spelnia . :

dod=10

oraz jest rozszerzeniem odwzorowania

0 1
d:c/N\*(E)-c/\*(E)
okres§lonego przez- (2.7). Tak okre§lone odwzorowanie d nazywa si¢ réZniczka
zewnetrzng. :

Podobnie do tego, jak okreSla si¢ odpowiednio$¢ miedzy przekrojami wiazki
wielkosci geometrycznych typu o oraz odwzorowaniami B(E)— R™, spelniajacymi
(2.10), mozna okrefli¢ odpowiednio§é miedzy przekrojami E — M oraz odwzoro-
waniami P — F, réwniez spelniajgcymi (2.10).
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Niech P bedzie wigzka gléwna nad E, o grupie struktury G, M -— wigzks sto-
warzyszona z P, o wtoknie typowym F = R™. Wldkna wiazki M oraz zbidr C(M)
jej przekrojéw sa w tym przypadku przestrzeniami wektorowymi. Kazdy wektor
v e T,(P), ktdry jest styczny do widkna G, tzn. taki, ze #'v = 0, bedziemy nazy-
wali wektorem pionowym. Przestrzenr wektorow pionowych stycznych do P w punk-
cie  bedziemy oznaczali przez V,. Pole & k-form okreSlonych na P, o wartosciach
w F, nazywamy polem k-form typu o, jesli

dla kazdego v eV, zachodzi v _|& =0 (2.15)
oraz.
dla kazdego a € G zachodzi ¢}d = o; o d (.16

Dowolnemu polu & k-form typu o odpowiada pole k-form «, okreSlone na E,
o wartoéciach w M 1 takie, Ze

4

p— XA A X, o) 2.17

jest przekrojem wiazki M dla’ dowolnych pol wektorowych Xi, ..., Xy na E. Mia-
nowicie, wystarczy polozyé

&

U A A g, gy = s, ({Uy A i ATy, & (2.18)
P

gdzie r € G,, a wektory %, ..., U € T,(P) sa takie, ze n'u; = u; € T,(E). Na mocy
warunkoéw (2.15) i (2.16) lewa strona réwnosci (2.18) jest dobrze okreslona. Odwrot-
nie, kazdemu polu « form, okreslonemu na E, o warto§ciach w M i takiemu, ze (2.17)
jest przekrojem wiazki M, mozna przyporzadkowaé pole & form typu o, dla ktdrego
zachodzi (2.18). Odpowiednio$c ta jest uogdlnieniem poprzednio opisanej odpowied-
nioSci migdzy przekrojami ¢ : E— M i odwzorowaniami ¢ : P — F. Te ostatnie
odwzorowania sg O-formami. typu o.

2.5. Pochodna Liego. Wprowadzimy teraz pojecie pochodnej Liego pola
wielkoéci  geometrycznej typu o. Aby uczyni¢ wyklad nieco lzejszym, bedziemy
zakladali, Ze rozpatrywane przekroje, mapy i grupy przeksztalcefr sa okreslone
globalnie: na calej rozmaitosci - E: Wiadomo, Zze pochodna Liego jest naprawde
pojeciem: lokalnym.

Niech (p,) bedzie jednoparametrowa grupa przeksztalcen rozmaitosei E. Odwzo-
rowanie py, styczne wzgledem p,, jest izomorfizmem T,(¥) na TP,(Q) (E). Jeslir=(rye
€ B(E), to okre§lamy baze py(r) = (pi(r)) i wten sposéb ,,dzwigamy” grupe prze-
ksztalcen do wiazki baz (rys. 3). Na mocy (2.1) mamy vy, o p{ = p; oy,; oczywiscie,
wopl =p,om. Niech @: E~ ¢(E) bedzie przékrojem, to ¢ op, odpowiada pew-
nemu przekrojowi ¢, tzn. @, = @ o p;. Mdowimy, Ze pole ¢, powstalo z ¢ przez
przeniesienie za pomoca izomorfizmu rézniczkowalnego p;. Dla kazdego r € B(E)

4%
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odwzorowanie R 3 ¢ — §(r) € R™ jest r6zniczkowalne i mozna obliczy¢ }(S)Z @.(r) =

dep, dfbt . . d(}?, .
~ ; r spetnia (2.10). Pochodnej 7 Y odpowiada
zatem przekrdj E — o(E), zwany pochodng Liego ¢ wzgledem pola wektorowego

indukowanego przez grupe (p).

(r). Latwo zauwazy¢, Ze

p;(r) BLE)

P b *)
Rys. 3

W praktycznych rachunkach postugujemy si¢ najczgsciej wyrazeniami pol
przez wspolrzedne (patrz ustep 3). Niech & bedzie ukladem wspolrzednych w E,
¢ : E - B(E)— odpowiadajacym mu polem baz naturalnych. Przekr6j ¢ : E — o(E),
wyraionj/ przez wspoirzedne, wynosi ‘

f=foeot
a pochodna Liego ;
g d .
Off_—: oeof'ls(ﬂ op'oeog“l) 2.19)
% dt |, o dt ! 10

gdzie X oznacza pole indukowane przez grupg (py) i wyrazone przez wspéirzedne.

3. Koneksje i elektrodynamika

Przedstawimy obecnie pewien model geometryczny elektrodynamiki, ktérego
autorem jest UTIYAMA [12]. Teoria Utiyamy rézni sie w istotny sposob od jednoli-
tych teorii pola, ktére mialy za cel polaczenie zjawisk elektromagnetycznych z grawi-
tacyjnymi. Model Utiyamy jest §cisle réwnowazny elektrodynamice w jej zwyklym
sformulowaniu. Zaleta jego jest to, ze w jezyku geometrycznym daje precyzyjne
odpowiedzi na pytania, czym sa potencjaly, pola elektromagnetyczne i niezmienni-
croéé cechowania oraz pozwala latwo rozstrzygnal kontrowersje, ktére powstaty
w zwiazku z do$wiadczeniami zaproponowanymi przez Bohma i-Aharonowa.

Czytelnik, znajacy teori¢ koneksji w wiazkach giéwnych i nie interesujacy sie
szezegStami modelu Utiyamy, moze zadowolié sie nastepujacym stwierdzeniem:
pole elektromagnetyczne jest forma krzywizny koneksji w wiazce gléwnej, ktorej
baza jest riemannowska czasoprzestrzefi, a grupa struktury — jednowymiarowy
torus.
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3.1. Koneksje w wiazce glownej.  Wainym przykladem rozmaitoSci réznicz-
kowej jest rzeczywista przestrzen afiniczna. Zbiér E nazywamy przestrzenia afiniczna
nad przestrzenia wektorowa S, jeSli okreslone jest dzialanie grupy abelowej S'w E

SXEswp)—>utpekE
u+(@-+p) = (u+v)-+p, gdzie u,v e S

ktdre jest swobodne i przechodnie. Je§li przestrzen S jest m-wymiarowa rzeczy-
wista, e = (e;) jest jej baza i o € E, to kazdy punkt p € E mozna jednoznacznie
przedstawi¢ w postaci

p=ex(pto, Xx(p)eR, i=1..n

Para (o, e) nazywa si¢ baza afiniczng, a liczby x'(p) — wspotrzednymi p wzgle-
dem tej bazy. Odwzorowanie x : E — R”, x(p) = (x%( P)), jest wzajemnie jednoznacz-
ne; wprowadzamy topologi¢ i strukture rézniczkowa w E Zadajac, aby x bylo izo-
morfizmem rézniczkowalnym; struktury te nie zaleza od wyboru bazy afinicznej,
Przestrzenie styczne T,(E) mozna w naturalny sposéb utozsami¢ z S: wystarczy
utozsami¢ wektory bazy naturalnej wzgledem mapy (E, x) z odpowiednimi wekto-
rami bazy e przestrzeni §. W zwiazku z tym mozna poréwnywaé wektory styczne
zaczepione w réznych punktach £ i méwié o ich réwnolegtym przenoszeniu. Dla
kazdej bazy r € B(T}) istnieje na E pole baz — czyli przekrdj globalny wigzki baz
B(E) — skladajace si¢ z baz, ktére powstaja przez réwnolegle przeniesienie  (rys. 4).

6L(n) G
- ~o
£ P £ - —
Przestrzen afiniczna Przestrzen z koneksja
w wigzee glownef
Rys. 4

Wiazka B(E) jest globalnie trywialna i w naturalny sposéb mozna ja utozsamié
z iloczynem EX B(S). : :
Niech h, : E— B(E) bedzie przekrojem -wiazki baz przestrzeni afinicznej E,
zawierajacym bazg r, tzn. takim,fze A, o n(r) = r. Zbidr h.(E) ma naturalng struk-
ture podrozmaitosci i mozna wprowadzi¢ przestrzenie styczne H, = T.(h(F)) =
< T,(B(E)). Na mocy tego, e h, jest przekrojem, z o h, = id, mamy
7' (H,) = Ty (E) (€AY
Oczywista réwno$é p, o b, = hy ys gdzie a € GL(n) implikuje v

wt;(Hr) == Hwa(r) (32
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Wiasnoéé przestrzeni afinicznej uogdlnia si¢ wprowadzajac pojecie koneksji
w wigzce glownej. Niech P bedzie wigzka gléwna nad baza E, o grupie struktury G.
Dziatanie G w P oraz rzut P — E bedziemy oznaczali tymi samymi symbolami
co poprzednio. Méwimy, ze w P jest okre§lona koneksja (powigzanie), jesli dane
jest w P pole elementéw liniowych, tzn. odwzorowanie

- Psr— H, < T.(P)

gdzie H, jest podprzestrzenia wektorowa, spetniajace (3.1) i (3.2) oraz rézniczko-
walne. Ten ostatni warunek oznacza, e w pewnym otoczeniu dowolnego punktu
reP istnieje n = dim E = dim H, rézniczkowalnych p6l wektorowych na P,
ktére w kazdym punkcie tego otoczenia rozpinaja H,. Wektory nalezace do H,
nazywaja si¢ poziomymi. Mamy

T, = H,+V,

i suma ta jest prosta. Kazdy wektor v € T, mozna wiec jednoznacznie przedstawic
w postaci v = hor v+ver v, gdzie hor v € H, ivervel,.

Koneksje w wiazce gléwnej P mozna W pelni scharakteryzowa¢ za pomocg
pewnego pola form, okre§lonego na P, o wartoéciach w algebrze Liego g grupy G.
Algebre te utozsamiamy ze zbiorem Jewoniezmienniczych pol wektorowych na G
wzglednie z przestrzenia styczng do G W jednos$ci. Definiujemy forme koneksji
w, € T, @ ¢ za pomoca. WZoru

(v, w,> =y, (verv),  gdzie veT, (3.3

Tutaj w,~! oznacza izomorfizm ¥V, — g, odwrotny wzgledem odwzorowania
stycznego w jednosci do 9, : G — G- Pole form w posiada nastgpujace wlasnoéei:

veH, < {v,wy=0 3.4
dla kazdego A4 e g zachodzi {y,;4,w,) =4 3.5
v¥o = adjo  dla kazdego a €@ (3.6

Dwie pierwsze wilasnosci sa oczywiste. Znaczenie trzeciej jest nastgpujace:
odwzorowanie ad, : G — G okreSlone przez ad,(b) = a~'ba jest automorfizmem
struktury grupy Liego. Symbol ad,, wystepujacy w (3.6), oznacza izomorfizm g - ¢,
styczny wzgledem tego ostatniego. Dowéd réwnoéci (3.6) opiera si¢ na (3.2). Wiado-
mo, ze ‘wlasnoéei (3.5)'1 (3.6) sa charakterystyczne dla form koneksji w tym sensie,
z¢ jesli pole form speknia (3.5) i (3.6), to pole elementéw liniowych okreslone przez
(3.4) definiuje pewng koneksje¢ w P. ‘ :

K
Dla dowolnej k-formy aeS® /\ T#* okreslamy jej cze$¢ pozioma hor ¢, ktadac
{Oy A oo AT, ot 0 = ((hor v;) A ... A (hoT 7)), o

gdzie v;e Ty, i=1,..., k. Oczywiscie, (3.4) oznacza, ze horw = 0.




Metody geometryczne w klasycznej teorii pola 55

3.2. Réiniczkowanie kowariantne, forma krzywizny i réwnanie Cartana.
Niech P bedzie wiazka giéwna z koneksja, niech E oznacza jej bazg, G — grupe
struktury, @ — pole form koneksji, 0 — homomorfizm rézniczkowalny G w GL(m).
Rozpatrzmy wiazke M, stowarzyszong z P, o widknie typowym F = R™ Niech
@ 1 E — M bedzie przekrojem, ¢ : P — F odpowiadajacqg mu O-forma typu . Forma
hor d@ jest 1-forma typu o. Istnieje zatem 1-forma Vo, okre§lona na E, o warto$ciach
w M i taka, Ze ‘

hor df = Vg
Dla dowolnego pola wektorowego X € CT(E)

Vo =X, Vo) ‘
jest przekrojem wiazki M. Pole form Ve nazywa si¢ pochodng kowariantng pola ¢;
pole Vx ¢ —pochodna kowariantng ¢ wzgledem X. Obliczajac warto$¢ form wyste-
pujacych po obu stronach réwnosci

Vo = dj+o'w: ¢ @7
na wektorach poziomych i pionowych, sprawdzamy, ze (3.7) jest prawdziwe. (Kropka
we wzorze (3.7) oznacza dzialanie macierzy (¢'w) (r) € gl(m) na @(r) e R™). Zupel-
nie podobnie dowodzi si¢, ze dla formy krzywizny

£ = hor dow (3.8

ktéra, na mocy (3.6), jest forma typu ad™', zachodzi nast¢pujace réwnanie Cartana
o= dw+_;- [, o] | 3.9

gdzie [, w] jest 2-forma o warto$ciach w g taka, Ze
<XA Y, [CO, w]) == [<X’ w>’ <Ys w>]
Tutaj X i ¥ sq polami wektorowymi na P, a nawias kwadratowy po. prawej stronie

ostatniej réwnoéci oznacza wzigcie komutatora w algebrze Liego ¢. Prostym wnios-
kiem z réwnania Cartana jest fozsamos¢é Bianchi

hordQ2 =0 (3:10)
W tradycyjnym ujeciu geometrii rézniczkowej wprowadza sig przekrdj e:E>P
i przy jego pomocy wyraza pole ¢
: f =g@oe
Forme koneksji poddaje sie dwém przeksztalceniom: rzutuje na E przy pomocy
e* 1 przenosi do gl (m) przy pomocy o”:
I'=e*c'w
Podobnie mozemy okreslié
R =e*o'Q
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Kladac
Vf = e*Vop
na podstawie (3.7) otrzymujemy
Vf=df+1-f 311

Jedli wprowadzi¢ uktad stéh‘zgdnych & w E oraz baze kanoniczng (n,) w R™
i baze dualng (n%), o = 1, ..., m, to formy wystepujace w (3.11) mozna przedstawié
w postaci .

S =1 Vf=V.fdf, df = 0; f d&
I's=T3df @1, Q0

a stad

V"= 0; f*+I5f*

Niech € : E — P bedzie innym przekrojem. Na mocy definicji wigzki' gtéwnej
istnieje odwzorowanie u : E - G takie, Ze

E(p) = Yuw) © e(p)
Wprowadzajac

f=¢oe, I'=¢*0c'w, R=e*0'Q i U=o0ou

na podstawie (3.6) otrzymujemy

F=uy
I'=U-'rv+uv-tdv
R=U-RU

3.3. Elektrodynamika, Czastki elektrycznie natadowane opisuje siec w fizyce
za pomoca POl bedacych przekrojami wiazek widknistych, stowarzyszonych z wiazka
gléwna P nad czasoprzestrzeniy E, o grupie struktury T, ktérg mozna utozsamié
z multiplikatywna grupa liczb zespolonych o module jeden. Modelem pola elektro-
magnetycznego jést koneksja w P.

Algebre Liego grupy T mozZna utozsami¢ z R. W zwiazku z tym dla dowolnego
przekroju e: E— P forma '

A=e*w

jest zwykla 1-forma o wartosciach rzeczywistych, a
F=e*Q

jest 2-forma o tej samej wlasnoéci. Ponadto na mocy przemiennosci grupy T forma F
nie zalezy od przekroju e, a na mocy réwnania Cartana mamy

F=1d4
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oraz :
dF =0 (3.12)

Przy zmianie przekroju e na €

e(p) = Yexpizw e,  x:E-R
forma A przechodzi w
A= Atdy (3.13)

W fizyce forma A nazywa si¢ potencjalem elektromagnetycznym, forma F—

natezeniem pola elektromagnetycznego, odwzorowanie 4 — A dane przez 3:.13) —
transformacja cechowania potencjatu. Tozsamo$¢ Bianchi (3.12) jest réwnowazna
pierwszej czworce rownan Maxwella (1.9). Réwnania Cartana sprowadzajg sie do -
zwiazku miedzy polem i potencjalami. Znikanie pola elektromagnetycznego F = 0
jest réwnowazne catkowalnosci koneksji. W zwiazku z tym opisang tu koneksje
nazywa sie koneksjq elektromagnetyczng.

Réwnania pola, opisujace oddzialywanie rozltadowanych czastek z polem
elektromagnetycznym, mozna otrzymaé zastgpujac w réwnaniach czastek swobod-
nych zwykle pochodne przez pochodne kowariantne wzgledem koneksji elektro-
magnetyczne;j.

4. Prawa zachowania

We wspodlczesnej fizyce wazng rolg odgrywaja prawa zachowania, bgdace uogol-
nieniem catek pierwszych réwnan mechaniki. Od dawna wiadomo, ze w kazdej
teorii, ktérej réwnania daja si¢ wyprowadzi¢ z zasady wariacyjnej niezmienniczej
wzgledem pewnej grupy przeksztalcen, mozna sformutowa¢ prawa zachowania,
tzn. podaé pewne funkcjonaly stanu ukiadu, ktérych warto$¢ nie zmienia si¢ w czasie
ruchu. Podstawowa praca’ w tej dziedzinie zostala napisana przez E. NOETHER
w 1918 roku [5]. Niniejszy rozdzial zawiera wyklad cze$ci wynikow owej pracy
przy mniej ogdlnych zalozeniach, ale w nieco nowoczesniejszym ujgciu.

4.1. Jednoparametrowe grupy przeksztalcedi w R". Bedziemy rozpatrywali
przestrzen R” z jej naturalng strukturg rozmaitoéci réZniczkowej klasy %7, O wszy-
stkich odwzorowaniach bedziemy réwniez zakladali, ze sa tej klasy.

Niech (x);cr bedzie jednoparametrowa grupa przeksztalcen przestrzeni R”
Oznaczajac

% (x) = ":))? x:(x), gdzie x gR”
rézniczkujac zwiazek
Xg 0 Xy == Xtys
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wzgledem ¢ i kladac s = —1, otriymujemy
dx; '
o X, = 4.1
7 X7 X ' @.n
gdzie _
¥ = dx,
dt |,

jest polem wektorowym na R”, indukowanym przez grupg (x;). Jesli [:R"— R, to
X(h)= —d~loxt = (X, grad >
dt 0
Moéwimy, ze funkcja liczbowa [ jest niezmiennicza wzgledem grupy jednopa-
rametrowej (x,), jesli dla kazdego ¢ jest
Jox, =1 4.2)
Funkcja niezmiennicza znaczy w tym przypadku tyle co calka pierwsza ukiadu
réwnan rézniczkowych zwyczajnych

dx;
dt

:Xoxt

Réwnanie (4.2) jest réwnowazne réwnaniu 1
X(Hh=0

Istotnie, dla dowolnej funkcji / oraz ¢ ¢ R mamy

d /dxy \ :
S Wox) = (G (radDex) = (X, grad ox
czyli

—gi-(lox,) = X(D)ox, | 4.3)

Niech f:R" — R™ bedzie odwzorowaniem rézniczkowalnym; mozna mu przy-
porzadkowaé odwzorowanie wykresowe
iR R"X R"‘
okreslone przez
' ) = (>, f()
a takze odwzorowanie
]*_“:Rn ___) RM™ — R" % R™ x R™
dane przez
F&x) = (x,/(x), (grad f) (x))
Ogdlnie kazdej funkcji f:R* — R™ i liczbie naturalnej k£ moZna przyporzadko-
waé odwzorowanie, ktére punktowi x e R* przyporzadkowuje ciag skiadajacy sig
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z tego punktu oraz wartoéci funkciji i jej pochodnych do rzedu k, obliczonych w tym
punkcie. W dalszym ciagu wszystkie te odwzorowania bedziemy oznaczali tym
samym symbolem co wyjsciowa funkcje, a wigc w szczegblnosci bedziemy opusz-
czali kreski nad fdla k = 01i k = 1. Z kontekstu bedzie jasne, o ktére odwzorowa-
nie chodzi w kazdym przypadku.

Niech (z,) bedzie jednoparametrowa grupg przeksztalcen rozmaitosci R" x R™,
Pod jej wptywem wykres F < R* X R™ funkcji £: R* = R™ przechodzi na zbi6r z,(F),
ktéry na ogdt nie jest wykresem odwzorowania (patrz rys. 5). Latwo sformulowaé

(1Y)
R n
Rys. 5

warunek dostateczny na to, aby obrazem wykresu dowolnej funkcji byl wykres
funkcji. Iloczyn R™ X R™ mozna uwazaé za (trywialna) wiazke widknista o bazie R"
i widknach postaci {x} X R™, xeR". Widaé od razu, Ze jeSli izomorfizm rézniczko-
walny z, przeprowadza widkna na widkna, to jest postaci ‘
z(x,y) = (x(x), »:(x,), xeR’,  yeR" “49

gdzie (x,) jest jednoparametrowa grupa przeksztatcen R". Pod wplywem odwzoro-
wania z, postaci (4.4) wykres funkcji f przechodzi w wykres funkciji

Ji=yeofoxit “5)

4.2. Funkcja Lagrange’a i zasada wariacyjna. Niech S bedzie skoniczenie
wymiarowa rzeczywistg przestrzenia wektorowa. Odwzorowaniu rézniczkowalnemu
AR >R*Q S

przyporzadkujemy odwzorowanie
Div 4:R*™ X R — §

okre§lone jak nastgpuje. Niech w = (x, ¥, y, ¥) e R*™ x R"™", niech (e;) oznacza
wektorowa baze kanonicznq w R*, (¢') — baze dualna, (7,)— baze kanoniczna
w R™. Mozemy napisaé

A=A, x=xe&, y=)n

J}=}}?8i®’)’]a, j}:j}%gi@)gj@n“
“gdzie

ALR™™ 5 §

5
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Definiujemy
. 04}
(Div 4) (v) = (m+y,aa(>+x,aa(>

Jesli f:R*— R", to
(Div A) o f=div(4 o f) 4.6)

gdzie div oznacza zwykla dywergencje w R™

W dalszym ciggu zajmiemy si¢ pewnga ustalong funkcja rézniczkowalna

L:R*" >R
ktéra bedziemy nazywali funkcjq Lagrange’a. Funkcji tej mozna przyporzadkowaé
wyrazenie Eulera-Lagrange’a [L], ktore jest edwzorowaniem
[L]: R®»™ X R”™ > R™

okre§lonym przez

oL oL
[L] ~5)7 —Div —a-“
gdzie
oL oL .
“@' == -5—))?')7 ltd.

Niech 2 = R" bedzie obszarem ograniczonym i f:R"— R™; funkcjonat W
okre§lony przez catke Lebesgue’a
w(e) = \Lof
2
nazywa si¢ dzialaniem. W rachunku wariacyjnym dowodzi sig, Ze znikanie pierwszej,
wariacji
SW(f,82)=0
jest réwnowaine zachodzeniu réwnan FEulera—Lagrange’a?
[Llof=0w&
Niech (z,) bedzie jednoparametrowg grupa przeksztalcen po staci (4.4), @ < R"
niech bedzie obszarem ograniczonym iQ, = x,(£2). Rozpatrzmy nastepujace zdania:
A. dla kazdego feR i feR"—»R", [Llof=0 = [L]of,=0;
B. dla kazdego 1, f1 £, W(ﬁ, Q) = W(f,D); f

C. dla kazdego f 1 £, W( fo82) =0

Mozna udowodnié, czego tu nie deZlemy robié, ze B = A (z grubsza biorac,
chodzi o to, Ze jesli f ekstremalizuje W, a wartosc tego funkcjonalu nie zmienia sig

1) Na niniejszej konferencji K. Tatarkiewicz zwrécit uwage na to, e w wielu wykladach
i podrecznikach nie rozréinia sig wyrazef Eulera-Lagrange’a i rwnan Eulera-Lagrange’a, co moZe
prowadzi¢ do- nieporozumien.
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pod wplywem dzialania grupy, to f; tez ekstremalizuje W). Udowodnimy natomiast,
ze zachodzi B < C i znajdziemy proste réwnanie rézniczkowe, réwnowazne B'i C.
Jedli zachodzi B, to méwimy, ze dzialanie W jest niezmiennicze wzgledem dziatania
grupy przeksztalcen (z,).

4.3. Rozszerzenie dzialania grapy. Jednoparametrowa grupe przeksztalcef
(z) postaci (4.4), dzialajaca w R" X R™, mozna w naturalny sposéb rozszerzyé na
R} ™ = R" X R™ X R"™. Rozszerzone odwzorowania bedziemy oznaczali symbolem u;.
Niech
(x, 7, 7)) e R* XR™ X R™
to
ut(xa Vs y) = (xt(x)’ yt(x’ y),.)}t(xa Y y))

gdzie y,:R}™ — R"™ dane jest przez

ox, . . __?_J"i 0y, ;
5% X) ye(x, ¥, ) = o (x,y)+ S (x,»y

w tatwej do zrozumienia notacji. (W szczegdlnoSci, 0x,/0x oznacza macierz Jaco-
biego przeksztalcenia x,). Dla dowolnej funkcji f/:R” — R™ mamy

Uo f=f;0x “@.n
Réwnosé te mozna przyjaé za definicje odwzorowania u,. Oznaczajac
dx, . dy, du,| U
dt |,y dt o dt |,y
otrzymujemy ;
oY oY . 0X .
— e i s TSl 4.8
v (X’Y’dx+dyy c)xy) 6y
oraz
dj
By —yorx()
=0

4.4. Niezmienniczo$¢ dzialania, réwnanie E. Noether i prawa zachowania. Niech
W bedzie dzialaniem niezmienniczym wzgledem jednoparametrowej grupy prze-
ksztalcen (z,). Oznaczmy przez J, jakobian odwzorowamnia X, tzn.

dxt A AdxE = JdX A oA dx”
to
W)= Lofi=\1 Lofiox

o Q
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Biorac pod uwage niezmienniczo$¢ W oraz dowolno$é £ otrzymujemy, Ze wa~
runek B jest réwnowazny ‘

Jr Lo fiox, = Lo f dla kazdego f

czyli na mocy (4.7)
Jt * L o ut = L

Na podstawie definicji jakobianu otrzymujemy

d .
—Eant = (divX)ox,

a stad korzystajac z (4.3)

];1_.5;, Jp Low) = (U(L)+L diVX) o U,

Wynika stad, ze znikanie dla dowolnego !2 1 f pochodnej

d
") =(Ney
t=0
2
gdzie
N=UWL)+Ldivx - @9y

jest réwnowazne niezmienniczoéci dzialania, co dowodzi B < C. Réwnanie E.
Noether ,
N=90 4.10) .

jest takZze réwnowazne niezmienniczodci dzialania. Funkcje N:R™™ - R mozna
w banalny sposéb przedtuzy¢ do odwzorowania R™™ X R™" — R, ktdére oznaczymy
tez przez N. Latwo sprawdzi¢ na podstawie (4.8), ze tak przedtuzone N mozna.
zapisa¢ w postaci

N = [L}(Y—y * X)+Div (LX+%§;~(Y—-J}'X)) “.11y
Dla dowolnej funkcji f:R" — R™ wprowadzamy ,,prad”
R oL df
.] - XL f"* ay Mzit_ o

Jesli dzialanie jest niezmiennicze, N == 0, a f spetnia réwnania Eulera—Lagrange’a,.
to na mocy (4.11) :
' div j=10 ; 412

Réwnania postaci (4.12) nosza w fizyce nazwe rézniczkowych praw zachowania.
Na przyklad, jedli j jest gestoscig stacjonarnego pradu elektrycznego, to réwnanie
(4.12) stanowi matematyczny wyraz prawa zachowania ladunku. W przypadku
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mechaniki klasycznej mamy n = 1, wspéhrzedng x mozna utozsamié z czaseni;
a réwnanie (4.12) oznacza po prostu dj/dx = 0, tzn. niezaleznos§¢ wielkosci j od czasu,

Przy ustalonej funkcji Lagrange’a réwnanie Noether jest liniowym réwnaniem
rézniczkowym czastkowym pierwszego rzedu wzgledem skladowych pola wektoro-
wego (X, Y). Wiasnoéci zbioru rozwiazan tego réwnania zaleza od L. W kazdym
razie latwo zauwazy¢, Zze 6w zbidr rozwiazan jest podalgebra algebry Liego wSzy-
stkich pdl wektorowych na R*x R™. Jedli podalgebra ta jest skoriczenie wymiarowa,
otrzymujemy tyle praw zachowania, ile wynosi jej wymiar. Informacje na temat
przypadku nieskoniczenie wymiarowego mozna znaleZé w cytowanych pracach
[1, 5,9, 11} ,

Na zakoficzenie podamy kilka przykladéw interesujacych z punktu widzenia
fizyki.

Przyklad 1. Niech O bedzie dodatnig forma kwadratowa, okreélong na prze-
strzeni wektorowej R™

Q(J}):adﬂ.)}a)}ﬁ; aaﬂzla"-;m
Przyjmujemy n = 1 i definiujemy L jako banalne przedtuzenie Q?(p > 0) na
RXR™ X R™; mozemy po prostu pisa¢ L = Q’. Bioragc pod uwage (4.8), réwnanie
Noether mozna zapisa¢ jako

dx _ . o[ OYE OYE .
(1—2p) —— 0()+2paus ¥ (»—— + o y) =0

Jesli p # %-,'to ogblne rozwiazanie jest postaci

X = ‘ux+’lf, Y% — w%‘yﬂ+n“+ _.2.-%.’?];— ﬂy‘x ’ (4]3)

gdzie u, v, n* i wf sa liczbami rzeczywistymi, spelniajacymi

Qug 0f+ag, 0} =0

Zbior rozwigzafi jest w tym przypadku (Mi-l—) ) wymiarowy. Ukla-
dowi N czastek nie oddziatujacych i nierelatywistycznych odpowiada p = 11im = 3N.

Jesli p = 1/2, to oprécz rozwiazan danych przez (4.13) mozemy wzigé jako X
dowolnq funkcje (klasy %) jednej zmiennej rzeczywistej oraz ¥ = 0. W tym przy-
padku przestrzen wektorowa rozwigzan réwnania Noether jest nieskonficzenie wy-
miarowa.

Przyklad 2. Jako uogélnienie poprzedniego przykladu rozpatrzmy funkcje
Lagrange’a L, okre§lona na R™™ (ni m dowolne), o tej wlasnoéci, ze pole
X : R"> R", dowolne rézniczkowalne
Y=0 :
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spelnia rownanie Noether, ktore teraz sprowadza si¢ do
; . oL .
— [L}yX+Div LX———-a}—yX =0

Wprowadzajac automorfizm jednostkowy I przestrzeni wektorowej R”, mozemy

ostatnie réwnanie przepisaé w postaci
. oL . oL .\ 0X
— iv{LI—— —— P =
[L1yX+X Div (L 5 y)+(LI T y) 5 0

Biorac pod uwage dowolno$é pola X wnosimy, Ze musza znikaé oddzielnie
wspdtezynniki przy sktadowych tego pola oraz jego pochodnych. Wynikajace stad
réwnania zapiszemy przy uzyciu wskaznikow

Lé{—»-(‘i—)%y?:O (x=1,...,m)
[Ll.y¥=0 G,j=1,....,n
Z pierwszego z powyzszych rownan wynika, ze L jest jednorodna funkcja
stopnia # zmiennych y, natomiast drugie oznacza, ze réwnania Eulera-Lagrange’a
nie sa niezalezne. Ten ostatni wynik jest typowy dla przypadku, gdy réwnanie
Noether dopuszcza rozwiazania zalezne od dowolnych funkcji.

Przyklad 3. Klasyczna teoria pola tensorowego. Niech ponownie E oznacza
rozmaito$¢ rozniczkowa, bedaca modelem czasoprzestrzeni, o(E) — wiazke wielkosci
geometrycznych typu o, okreslonych na E. W klasycznej teorii pola rozpatruje sig
funkcje Lagrange’a L:R™™ — R, bedaca gestoscig skalarna w tym sensie, Zze dla
dowolnego przekroju ¢ wiazki o(E) oraz dowolnych ukladéw wspdtrzednych
£iE=Xo&w E zachodz ' ”

J:LofoX=Lof (4.14)
gdzie f i f sa dane odpowiednio wzorami (2.11) i (2.12), a

ox

J = —_—

det 5%
Niech (p,) bedzie jednoparametrowa grupa przeksztalcen rozmaitosci E; pole wek-
torowe indukowane przez t¢ grupe i wyrazone przez wspdirzedne lokalne & bedziemy
oznaczali przez X. Rodzinie (p,) i wspdlrzednym & mozna przyporzadkowa¢ jedno-
parametrowa grupg przeksztalced (x;) przestrzeni R". Aby to uczynic, kladziemy

xp=&o P e & -1
Grupa (x,) indukuje pole X. Okreslamy teraz jednoparametrowa grupg (z)) prze-
ksztalcen przestrzeni R"XR™ kladac z; = (x, y,), gdzie
0x;

yi(x, ) = x(y), x| = S () (4.15)
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Z drugiej strony; je§li wprowadzié¢ wspdtrzedne
§=x0&=E&op,

oraz odpowiadajace tym wspdlrzednym pole baz naturalnych

e=p loeop,
to dla dowolnego przekroju ¢ na podstawie (2.14) zachodzi

ytoéoeof"lox;‘l,z (ﬁoeto.;'-'t"1

czyli na mocy (4.5)

fi=¢oe ok ! ;
Oznacza to, ze (4.14) zachodzi dla X =x, i f= 7. Inaczej mdwiac, dzialanie
W= SL o f, lezace u podstaw klasycznej teorii pola wielkosci geometrycznej typu o,

2

jest niezmiennicze wzgledem jednoparametrowej grupy przeksztalcen (z,) okreslonej
przez (4.15). Ponadto, na mocy (2.19)
a4

_w—(pop':léeof“l
dt |,y dt

;_oé‘f

Réwnanie Noether, po uwzglednieniu (4.11) i podstawieniu do niego f, przy-
biera postaé :

[£=0

OL
oy

div(XLof—g;?f of)—«o§f-[uof:0

Dokladniejsze omdéwienie wynikajacych stad praw zachowania mozna znalezé
w cytowanych pracach [6,9, 11].
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