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SUR LES LOIS DE CONSERVATION
DANS LES ESPACES DE RIEMANN

par Dr. A. TRAUTMAN
Institut de Physique de I"Université de Varsovie (Pologne)

RESUME

A chaque groupe d’isométries correspondent une loi de conservation
et une intégrale premiére des équations du mouvement. L’absence de symé-
tries de I’espace-temps exclut P’existence de lois de conservation analogues
4 celles de la relativité restreinte. En particulier, en théorie einsteinienne
de la gravitation, aucune entité a deux indices ne peut étre considérée
comme décrivant la densité d’impulsion-énergie.

La notion de P’énergie et les lois de conservation en Relativité
Générale ont été récemment le sujet de nombreux travaux. Le but de
cette communication est de rappeler un point important qui se rattache
a la notion de 1’énergie. L’idée essentielle dont il s’agit peut étre résumée
en une seule phrase : ce sont les symétries de ’espace-temps qui assurent
Pexistence des lois de conservation de I’énergie-impulsion et du moment
angulaire. Plus précisément, les lois de conservation correspondent aux
isométries de I'espace-temps. Dansg les théories habituelles des champs,
a chaque solution de ’équation de KrLring on peut associer une densité
vectorielle dont la divergence est nulle. Malheureusement un espace de
Rizmany en général n'admet pas de groupes d’isométries. Ceei est lori-
gine des difficultés avec les lois de conservation en Relativité Générale.

La liaison des lois de conservation aux symétries est connue depuis
longtemps grice aux travaux du groupe de Gottingen (F. ENGEL,
F. Kuein, E. NorraEr, E. BrsseL-Hacen; ¢f. HinL [1] pour la biblio-
graphie). Scawincer [2], Fock [3] et PiraNT ont attiré 'attention sur
le rdole que joue ’équation de Krrrine dans la construction des quan-
tités qui se conmservent. Ces idées ont été. développées par l'auteur de
cette communication [4], [5].

Nous présenterons les idées essentielles dans la notation de Bere-
MANN [6]. Soient ya(#) (A =1..N) les fonctions décrivant les champs,
y compris le champ métrique. Ces fonctions satisfont aux équations des
champs

LA=0 (1)
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qu’on obtient d’un principe variationnel
W =0
ot -

W = | L(ya, ¥a0) dz.

Le lagrangien L est la méme fonction de ses variables y, et ya,, dans
tous les systémes de coordonnées. Soit &£*(#) un champ de vecteurs; on
peut y associer une transformation de coordonnées infinitésimale, définie
par

o't = g* J £ E%(p) .

Introduisons la « variation totale » (ou « substantielle ») du champ ¥a
gm:%rwm@~m@]

En mathématiques on appelle — 3y, la dérivée de Lie de y, par rapport
4 & Une condition suffisante pour que les équations de champ EA =0
écrites dans des systémes de coordonnées différents soient compatibles
est qu’'il existe des fonctions Le telles que

¢ R, (2)
Cette condition est évidemment satisfaite si L est une densité scalaire
(Lr = Li&?). Elle est aussi satisfaite dans le cas de la Relativité Générale,
quand on prend pour L le lagrangien gravitationnel quadratique dans
les symboles de Christoffel. 8i les équations de champ (1) sont satisfaites
Téquation (2) devient

| e |
(LP-|— ByA) - )
OYa,»p .8

Ce sont des lois de conservation faibles; le champ & étant arbitraire il
en existe une infinité. Pour obtenir une loi bien définie il faut choisir
un champ &. On peut le faire d’une facon satisfaisante seulement en spé-
cifiant le caractére géométrique (physique) du & Autrement dit, le vec-
teur & doit &tre 1ié aux propriétés géométriques ou physiques de I’espace-
temps. Par exemple, s’il y a des observateurs privilégiés dans la théorie
on peut prendre pour £ leur vitesse. Le choix pour & d’un vecteur qui
n’a pas de signification intrinséque semble contredire les principes de
la Relativité Générale.

Un choix évident consgiste & prendre pour & un champ de Killing.
C’est ainsi qu’on arrive en Relativité Restreinte aux lois canoniques
pour I’énergie, I'impulsion et le moment angulaire.

Dans le cas o1 il existe un groupe d’isométries on peut obtenir une
quantité qui se conserve et qui se rapporte i la matiére seule, c’est-a-
dire qui s’annule en 1’absence de matiére. Pour étudier ce cas dénotons
par ¢, les variables décrivant la matiére (champ électromagnétique, flui-
des, etc.). On a alors ya = (g, ¥a), (¢ = 1, ..., N — 10). Soit

£ = £(ba) Ya,0, Guwv)
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le lagrangien de la matiére. Supposons que £ est une densité scalaire,
il vient alors

- = i} £ j 1Ll
0=3L 4+ (L&), Eﬁmaqﬂu‘f“?rfuﬁ 8ges + (ﬁ &4 a?li a‘l‘a).ﬂ (4)

a,p

oit T*® est le tenseur métrique d’émergie-impulsion du champ ¢. Si &
engendre une isométrie,

Bgap =10 (5)
et 8i les équations du mouvement de ¢
£r=10
sont satisfaites, on obtient une loi « canonique » de conservation
IP,p:(ﬁﬁF—l- of 5%) =il ' (6)
Ya,0 .p

I¢ est une densité vectorielle et I’intégrale
I=|TIrn,do

calculée sur une hypersurface ¢ orientée dans l'espace est un scalaire
qui se conserve. Si & est partout orienté dans le temps (V, stationnaire)
on peut interpréter I comme représentant 1’énergie.

Des considérations analogues peuvent étre appliquées au cas des
particules ponctuelles [5].

Dans le cas ou T¢ = 0 on peut affaiblir I’équation (5) en la rem-
plagant par I'équation de transformations conformes

5 Gap =% Gop (y : scalaire) (7)

C'est ainsi qu’on obtient quinze lois de conservation pour le champ
électromagnétique en Relativité Restreinte. Le pseudotenseur d’énergie-
impulsion introduit par EiNsTeEIN peut aussi étre obtenu & partir de (3),
avec le lagrangien gravitationnel pour L. Ce pseudotenseur a des pro-
priétés de transformation bizarres et il est douteux qu’il puisse décrire
dans le cas général quelque chose qu’on pourrait nommer ’énergie. La
méme remarque s’applique aux nombreuses modifications du pseundo-
tenseur d’EinsTeiN, notamment i celle de Mgrrer [7]. A 1’aide du pseudo-
tenseur on peut définir 1’énergie totale d’un systéme qui produit un
champ gravitationnel i comportement asymptotique euclidien [8], [9].
11 est aussi possible de formuler des lois de conservation approximatives,
par exemple dans le cadre de la méthode d’EinsrriN, INFELD et Horr-
MANN. ’

Pour montrer que le pseudotenseur ne peut pas étre appliqué dans
le cas général d’un champ gravitationnel prenons la métrique de RoBin-
son [10]

ds? = 2da® da® — (da')? — (da?)® — 2H (dz®)2, H = H(a° 2, 2%). (8)
Cette forme métrique comprend comme un cas particulier les ondes
planes gravitationnelles, Par un choix approprié de la fonction H on
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peut obtenir de (8) les ondes planes gravitationnelles et éléctromagné-
tiques. 11 est intéressant de noter que (8) satisfait aux conditions d’har-

monicité définissant les coordonnées isothermiques (\/—g ¢*),» = 0.
Le pseudotenseur d’EiNsteIN t,¥ calculé a partir de (8) est simplement
égal A zéro. Il en est de méme pour Pobjet F,¥ introduit par Mg@LLER.
Cela. montre aussi que ’emploi des coordonnées harmoniques n’est pas
suffisant pour résoudre les difficultés liées 4 la notion de ’énergie en
Relativité Générale. Etant donnée l’analogie trés poussée qui existe
entre les ondes planes gravitationnelles et les ondes en théorie de Max-
well on serait surpris &’il fallait attribuer aux ondes gravitationnelles
une densité d’énergie nulle.

Les notions de "énergie, de 'impulsion et du moment angulaire total
sont liées au caractére euclidien de I'espace-temps. On peut les appliquer
en Relativité Générale seulement dans les cas on l'espace riemannien
en question ne différe pas trop de ’espace plan.
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DISCUSSION

Intervention du Prof. Méller

In connection with the statement that the energy momentum complex
g* vanishes in the case of the metric considered by Trautman I want first
of all to ask if the system of coordinates corresponds to a physically
allowed system of reference. By a physically allowed system of reference
I understand a system in which the velorities of the reference points with
respect to a local system of inertia are always smaller then c. Although other
systems of coordinates where gu = 0 are mathematically conceivable they
have no physical meaning and therefore also the physical quantity &* has
no meaning in such a system. On the other hand I do not want to exclude
any of the physically acceptable systems of coordinates since this would be
against the spirit of the general theory of relativity. In particular I would
not like to forbid the use of systéms where ¢ = 8u.. It is true that in such
systems # = 0, in particular the energy density & and therefore also the
total energy of the system is zero. This is however just what one should
expect physically, for the system of reference in question is one in which
all the reference points are falling freely under the influence of the gravi-
tational field. Therefore a test particle originally at rest in the frame of
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reference will remain at rest at the same reference point. By introducing
such a system of reference we have thus transformed away all the dyna-
mical properties of the gravitational field; an observer which makes expe-
riments only with test particles will therefore not be able to discover the
matter present. It is therefore also quite natural that the total energy which
is a dynamical quantity should vanish in this particular type of systems
of reference. As regards dynamics an observer in such systems will have
the impression that he is in a system of inertia where the encrgy density
g* (in contrast to Einstein’s 6;) is always zero. Of course if he has made
geometrical measurements with standard measuring rods in the system of
reference he will discover that he is not in a system of inertia since the
metric is not Euclidean. In general the spatial metric is even time depen-
dent.

The above remarks apply only to the case where the introduction of
time-orthogonal coordinates with g. = const. does not introduce any singu-
larities in the metric. If singularities are introduced the energy density is
simply not defined in the singular points and we cannot say anything about
the value of the total energy. Then the expression for the energy momentum
complex can be applied to those regions of space only where the metric is
regular. For instance if we start with the usual static Schwarzschild solu-
tion and, following Lemaitre and Synge, introduce a system of coordinates
the energy density is then only well-defined and zero outside this point
for which gu = — 8u the metric tensor has a singularity at the origin and
where #¢ becomes of the form e times 0, i.e. indeterminate.

It should also be emphasised that the energy of a physical system also
in the special theory of relativity is a relative quantity which changes when
one passes over from one system of coordinates to another, This is natu-
rally even more so in the general theory where we have a much larger
group of transformations at our disposal. Clearly we must expect that fami-
liar features will turn up in strangely moving frames of references but in
principle I think we should allow the use of all physically acceptable sys-
tems of reference.

Intervention du docteur Fletcher

En ce qui concerne emploi dans les espaces a comportement asympto-
tique euclidien, je voudrais faire la remarque suivante : Je pense avoir
démontré que si dans un tel espace, 'impulsion-énergie totale évaluée sur
une hypersurface est unique, i.e., indépendante des transformations de
coordonnées, alors cette impulsion-énergie est nécessairement conservée.
C’est le théoréme réciproque de celui cité de Landau et Lifschitz.

C’est un résultat qui n’est pas modifié par 'imposition des conditions
de coordonnées. Ce résultat ne contredit en rien le travail du docteur Traut-
man, puisque j’ai supposé que le calcul de limpulsion-énergie peut &tre
effectué sur une hypersurface quelconque et non, comme c’est le cas dans
le travail du docteur Trautman, seulement sur une hypersurface appartenant
a un ensemble restreint. g



