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Préface

Ces notes sont la reproduction d'une partie des quatre conférences données
au mois de juin 1963 au Colleége de France. Une de ces conférences avait pour
sujet la géométrie de 1'espace-temps de Newton ; elle n'est pas incluse ici.
Pour la plupart, les résultats présentés ici ne sont pas nouveaux. Une biblio-
graphie se trouve & la fin du texte.

Ces conférences ont pu &tre données grice & l'aimable invitation de
Monsieur II, Bataillon, 1'Administrateur du Collége de France, Je remercie
lMonsieur A, Lichnerowicz pour sa courtoise hospitalité pendant mon séjour &
Paris. J'al beaucoup profité des discussions avec M. Bel, Mme Choguet,

M, Kichenassamy, M. Lichnerowicz, Mlle lavrid®s, M. Papapetrou et lme Tonnelat.



I. THEORENES DE NORTHER
1. Introduction. Ce cours est consacré 2 une étude des conséquences phy-
siques et mathématiques de deux hypothéses : 1° que les dquations du mouvement
peuvent &étre obtenues a partir d'un principe variationnel et 2° qu'elles
admettent des groupes continus de symétries., Le premier chapitre est consacré
& un rappel des théorémes de Noether, le second & une étude des lois de conser-
vation dans les théories relativistes et le troisidme & un exposé de la dynamique

généralisée e Dirac.

2. Transformationg de jauge et symétries. Soit Xh une variété différen—

tiable & n dimensions ; nous l'appellerons 1'espace de base. Dans chaque cas

particulier il faut spécifier sa topologie et sa classe de différentiabilité
mais nous ne les préciserons pas ici. Nous supposerons que, étant donné un
systéme de coordonndes x> de Xn ; 1thistoire du systéme physique considéré
peut &tre décrite par N fonctions des x yA(x), SR, ——

Exemples. a) Dans le cas de la dynamique classique d'un systime mécani@ue
& N degrés de liberté, la variété différentiable de base est & une dimension,
X1 « Si t est la coordonnée locale de X1 s l'histoire du gsystéme est dégrite
par les N fonctions q1(t),..., qN(t). b) Pour décrire T ‘mline systéme physi-
que en mécanique quantique, on peut introduire une variété & N+! dimensions,
XN+1 avec 1, q1,..., qﬁ comme coordonnées locales. Dans la représentation de
Schrddinger 1'histoire (imperturbée) du systdme est donnde par une fonction
complexe (P(t, q1,..., qH). ¢) Dans une théorie classique relativiste d'un
champ tensoriel  pour l'espace de base on prend une X4 et pour yA(x) les
composantes \pA(x) de ce champ par rapport aux repéres naturels associds au

systime de coordomnées locales,
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Pour que les fonctions yA(x) correspondent & une histoire physique

possible, elles doivent satisfaire & des équations du mouvement approprides.

Nous les écrirons symboliquement comme
LA
(1) -U(X;Y(X))‘—’Os A=1’---} N,

et supposerons que les LA sont des fonctions des x, Yy et de leurs dérivées
jusqu'i un certain ordre.

Un systéme physique donné peut &tre décrit par rapport aux différents
systemes de coordonnées locales de 1l'espace de base. Il y a aussi de 1'arbi-
traire dans le choix des fonctions Yy En général, on peut effectuer des

changements de jauge des variables qui servent a décrire le systéme. Pour des

raisons de simplicité nous nous restreindrons aux transformations de jauge de la
forme

ot
(2) x* = X(z) ,

y, (&) = ¥, (x 5 y()) .

Les fonctions X° et iﬁ dépendent des arguments indiqués et satisfont i des
hypothéses de régularité et d'invertabilité appropriées.
Exemples. a) En dynamique classique on considére souvent des transformations
de jauge de la forme |
=t

ot = 5 o(v)

c'est-a-dire des transformations de jauge sans transformation de coordonnées de

l'espace de base ; b) au contraire, en mécanique quantique le changement
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£ o=t
' = dt,q)
$r(tt,q9') = ¢ (,q)

correspond & une transformation (spéciale) de coordonnées de Ky 3 ¢) dans
la théorie relativiste d'un champ tensoriel Y une classe importante des

transformations de jauge est celle des changements des composantes locales
de ¥ ,
B
pa(x') = J‘EA(X) (p5(x)

induits par les changements des coordonndes,

2 = *(z) .

5o S Qﬁii est une matrice dépendant de X, définie par le type tensoriel
de ¢ |

Dans la nouvelle jauge, les fonctions yé(x') satisfont aux nouvelles
équations du mouvement,

Azt 5 y(x1) =0

dont la forme est, en général, différente de (1).

On appelle une transformation de symétrie toute transformation de jauge

qui conserve la forme des équations du mouvement,
A A
(3) Pz s yiz)) 8 iz sy} .

Autrement dit, les équations du mouvement sont invariantes par les transforma-
tions de symétrie. Si (2) est une symétrie, yA(x) satisfait aux équations
du mouvement (1), A chaque transformation de jauge qui est une symétrie, on

peut associer une application

v, (x) 5 yi(x)



-

-5 =

de l'ensemble des solutions de (1) sur lui-ndme. Souvent, c'est précisément

cette correspondance qu'on appelle une symétrie.

3, Principe variationnel. Compatibilité des équations du mouvement. lNous

allons maintenant faire 1'hypothése fondamentale que les équations du mouvement,
dans n'importe quelle jauge, peuvent &tre obtenues & partir d'un principe

variationnel

(4) dw=0, W= j Ldx |, B m 8w B,

9

Pour faciliter 1'écriture des formules, nous supposerons que L ne dépend pas
de dérivées de Ty d'ordre supérieur a deux ,

a s . .
(5) L= L(X 9 yA’ ’c)a .VA ’gagb .VA) = L(x 3 Y(X))-

Pour calculer OW il faut donc prendre des variations {SyA qui s'annulent
avec leurs dérivées premidres sur le bord de 5 . Les équations du mouvement

stéerivent

(6) hoo Bh_g 2L, 5 2L o,
def ©Vy Yaa 2 P OFpgp

ou
Vpa =P8 Yn * Thap Z@agb Ty »

La fonction de Lagrange L n'est pas déterminée d'une fagon unique par la
forme des équations du mouvement. Si M (a=1,..., n) sont des fonctions
arbitraires de Xa, Yy et Q)a Yy o la fonction JE = L +-QL M* dome lieu
aux mémes équations que L.

Dans une jauge différente, le principe variationnel devient

owt =0, W = j Lt ax!
Q'
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3 1 t
oi L' est une fonction de x> , yA , etc,, en général différente de L.

ol
2 I1 faut maintenant

Q' est l'image de (? par l'application X, X
demaﬁder que les équations du mouvement dans les différentes jauges soient
compatibles : chaque fois que les yA(x) snmulent LY , les fonctions yi(x')
qui en résultent par la transformation (2) doivent annuler TR, Puisque

12 2 0 est Squivelent 3 OW =0, une condition suffisente de la compatibi-
lité est

(7) o = du' .

I1 faut bien préciser que nous ne discutons pas ici la compatibilité des
équations I* = 0 entre elles-mémes mais la relation éntre ces équations écrites
en différentes jauges, sous l'hypothdse que dans chague jauge elles admettent

des solutions. Il s'ensuit de (7) qu'il existe des fonctions K* telles que

(6 [y = | L6 y) - ° K

Q' Y
Les fonctions K° dépendent des xa, T et R/
Exemple. La fonction de Lagrange pour un point matériel libre de masse m,

en mécanique de Newton, est
>

L =-;' m(g—i—f

Ici, les trois composantes du vecteur ? jouent le. rdle des Yy 3 les

équations du mouvenent sont dz'?ydtz = 0. Un changement de jauge possible
est donné par la transformation de Galilée

T = &, ;h(t') = -;(t) + 3%, % = coﬂg;ante.

Les équations du mouvement dans la nouvelle jauge sont de la méme forme,

d?;zfdt'2 = 0, On peut donc écrire
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| S —
L' =7 gy
dK
T
w=1-¥,

=
K = -n(V.r + -15 i) .

4. L'identité de Noether fondamentale. Une transformation de symétrie

ne change pas la forme des équations du mouvenent ; pour qu'if?boit ainsi

i1 suffit qu'elle ne change pas la forme de L,
(9) L'(z 5 y(x)) = L=z ; y(x)) .

Hous nous limiterons aux transformations de gymétrie qui satisfont 3 (9) et

constituent un (pseudo) groupe continu. Nous écrirons les transformations

infiniment petites [1] comme
N
yp(x') = y,(x) + d*y,
et désignerons par SKF’ la partie principale des fonctions R correspon-

dant & la transformation infiniment petite (10). En vertu de (9), 1'équation

(8) peut s‘écrire

[ e s v ) + @ @50 Jx = [ [ay() - 0, 6 ax
2 0

Si l'on introduit la npotation
8y, =yi(® -y, (=), 8L =1Llx; y'(x) - 1x 5 y(x) ,
1'égalité des intégrales a pour conséquence

(11) oL + ‘Da(SKB+L5*xa) = B,
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Dans le cas ol y, est un objet géométrique et (10) est une transformation in-
finiment petite des coordonnées locales accompagnée par le changement corres-
pondant des composantes de Yy o Eiy_ est la dérivée de Lie de y, per rapport
3 5%,

Ltidentité (11) s'éerit [2]

Az < .a -
(12) L0y, + ”c)aét = 0,
ol |
€ L AL = Y. T S va
(13) 5t = 1O+ (Q—— -0 == )8y, + Sy, + Ok*
def Oy P OVpap A Oy, AP

5. Lois de conservation. Supposons que le groupe de symétries est un

groupe de Lie & § parambtres, Gp , ot soient aA (A=1,000,d) 1es
paramétres de ce groupe. Les transformations infinitésimales correspondant au
groupe sont

A

G*Xa = a)\ a;i(x)s gYA = a;\ﬂA/\(X) H gta =a t%\ y ete.

De 1'identité de Noether fondamentale (12) s'ensuivent {  identitds
A a .
(14) L T]AA +(aatk = O, 1\217-0.,3 .

Quand les équations du mouvement sont satisfaites, i 0, ces identités ont

pour conséquence £ lois de conservation de forme différentielle

(15) 9, 15 =0, A=1,000, § .

Exemple. Considérons un systéme mécanique classique & N degrés de
liberté, décrit par W coordonnées qA(t), N impulsions pA(t) et une
fonction de Hamilton H(q,p). L'action pour ce systéme est \I (pAc}A - H)dt.

Le groupe & un paramétre défini par les équations



p, — p} =P, (p,q,a),

A A A
¢ T 9" =q(p,q,a),
ol
A B85S _
o __es ¢*(»,0,0) = ¢*
= - ; ,3,0) =
da G)pA

S = S(P!q)

est un groupe de transformations canoniques. Si, en plus, S est telle que
son crochet de Poisson avec H s'annule, {H,S}- = 0, ce groupe est un

groupe de symétries et 1'identité (14) devient

as 95 ,.A _QH
== (=) - (b, Lhy = o,
at ,an @pA @p!\ @qA

S = constante est donc une intégrale premiére des éguations du mouvement.

6. Les_identités de Bianchi généralisées. Supposons que les transformations

infinitésimales du groupe de symétries dépendent des m fonctions arbitraires
de x. Dang ce cas le groupe sera désigné par Goom et les fonctions arbi-
traires en guestion par aﬁL(x), fb=1,...,m. Une transformation infinitési-

male de y, sera éerite comme

a _1)S B o_ag...aq .
¥A9+'“+ (1) Qaf..Qasa YAH

NMoyennant des hypoth®ses semblables sur O¥*x", OK", etc., 1'équation (11)

(16) gYAzau TAP- —‘aa ap'

devient une identité par rapport aux fonctions ap' et leurs dérivées jusqu'a
un certain ordre. Les fonctions ap" étant arbitraires, les coefficients de

ces différentes dérivées doivent s'annuler séparément. Parmi ces diverses



= T o
identités les plus importantes sont celles qui sont linéaires et homogdnes
par rapport & LA. On peut les obtenir en choisissant un domaine & et des
fonctions a'* qui . s'anulent sur le bord de §) avec leurs dérivées d'ordro
¢ s=1 et en intégrant les deux membres de (11) sur © . Par intégration par

parties on obtient m identités

31.-.8

A Sy

(17) P KA + aa(LAEZtL) Foeee + aa

13 .

qulon appelle "les identités de Bianchi généralisdes",

Exemple. Les identités de Bianchi "contractées",

(18) V(R =38
peuvent &tre obtenues & partir de 1'identité de Noether pour llaction

j ﬁa R dx qui est invariante par transformations arbitreires de coordonnées.
lei, RZ, R, g et Va désignent respectivement, le tenseur de Ricei, la
courbure scalaire, le déterminant du tenscur métrique et la dérivation covariante

dans un espace riemannien.

7. Les lois de conservation "impropres" ou "fortes". Soit GE un sous-
groupe de Lie d'un groupe continu infini de symétries, Goom' + Dans la notation
des paragraphes précédents, on peut écrire pour une transformation infinitésiﬁale
de Gf_ .

a.[‘L (x) = akig (X) ; A= Yogancans lr; K=1...,m3

ici les (’E\L sont des fonctions donndées de x. La transformation infinité-—

simale (16) devient

Sy,

B Y u s a,[.,.as 1_1_
=M, By e w () ZSAH %+ % &)
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et 1'identité fondamentale donne

G, eeeld

(19) By B = et 0Ty T o, e 2, B 0, ) 2 0

o
11 résulte de (17) que (19) peut s'éerire
A a _
2 E)A\ = 0

tQk + une combinaison lindaire de LA et des dérivées de LA.
8

i

ol 493

Dans le cas =1, on a simplement

(21) 03 = ¢ -t T
Ltidentité (20) est une loi de conservation “"impropre" : elle est satisfaite
irrespectivement des dguations du mouvement [3]. Les lois propres {ou "faibles"),
Gg ti\: 0, sont plus informatives que les lois "fortes". Parfois il n'est
pas nécessaire ni méme possible de résoudre complétement les équations du
mouvement mais on peut tirer des conclusions sur le systime physique en
s'appuyant sur ces lois de conservation. D'autre part, les lois fortes consti-
tuent des caractéristiques essentielles de la théorie.

I1 résulte de (20) qu'il existe des "superpotentiecls", c'est-h-dire des

fonctions U%f telles que

@A ?, UA ot j{b+UA
Exemples. Dans la théorie d» Maxwell les transformations de jauge
électromagnétique constituent un Goq « SI Ty o (¢, =0,1,2,3) est le
bivecteur du champ, les équations du mouvement sont O = 4%3E‘m‘3 =0 et
les identités de Bianchi géndéralisdes sont
iy 8%z 0

Le superpotentiel se confond ici avec le champ électromagnétique méme.
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IT. LOIS DE CONSERVATION EN THEORIE DE LA RELATIVITE

| 8. L'action et les lois de conservation pour une theorie du champ. Nous

allons dériver une forme assez générale des lois de conservation pour des
théories relativistes. Nous entendrons par une "théorie relativiste" toute

théorie physique fondée sur 1'hypothése que 1'espace-temps (ou, d'une fagon

plus générale, 1l'espace de base) est une variété riemannienne.

Considérons une théorie relativiste classique d'un champ de densités
tensorielles wﬂ(x) dont les équations dérivent d'un principe variationnel

(1.4) avec une fonction de Lagrange.
(1) L:L(gm{j!\PA s @o( L?A)'

Ici, (iX,[Sm 0,1,2,3) est le tenseur métrique d'une variété riemannicnpe

gowg

(ou, plutdt, "lorentzienne") quadridimensionnelle v L est une fonction

4"
des variables indiquées qui

19 est une densité ascalaire de poids +1 ,

2° dépend de ses arguments de la méme fagon dans tous les systémes de
coordonnées.,

La premidére de ces hypothéses assure la compatibilité des équations du
mouvement écrites en différents systémes de coordonnées et précise que 2 =0
pour les changements des coordonnées, Il résulte de la deuxieéme hypothése que
la forme de LA, en tant que fonction de ¢, ’ch \PA " (acx 4)[3 {pA et
du tenseur métrique est invariante par transformations de coordonnées. On verra
par la suite qu'il n'y a rien d'essentiel dans les hypothéses sur 1l'ordre de

dérivées de W’A et de gciﬁ dont dépend la fonction de Lagrange L. On

pourrait bien considérer une théorie avec L de la forme
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(1a) L=Weup » Py Bupr Ty O Py % O3 )
i ot les complications qui en résulteraient seraient seulement dans 1l'écriture
des formules.

Avant de nous plonger dans le formalisme, nous voulons faire une remargue
sur le réle des principes variationnels et des fonctione de Lagrange. Les
expériences physiques permettent (parfois) d'établir la forme des équations du
mouvement qui décrivent 1'évolution du systéme au cours du temps. Il se trouve
que la plupart de ces équations peuvent &étre obtenues & partir des principes
variatiomnels appropriés. Les équations d'évolution sont bien déterminées par
la physique mais il n'en est pas de méme de 1'intdégrale d'action- W , dont
"la seule raison d'8tre est d'8tre variée". Il s'ensuit que la fonction de
Lagrange n'est déterminée par 1'expéricnce qu'aux transformations

£ &~
(2) L - L =1L+ 9 H

prés. [En conséquence, pour qu'une conclusion tiréde de 1l'existence de l'action
ait un sens physique, il faut qu'elle soit invariante par (2). ©n particulier
cela s'applique aux quantités conservées telles que 1'énergie et l'impulsion
et aussi aux densités de distribution de 1'énergie-impulsion, etc.

Pour établir 1l'identité de Noether pour W = jg? L dx il suffit de calculer
la dérivée de Lie de L par rapport & un champ vectériel arbitraire .i é

Etant donné que LPA est une densité tensorielle, nous pouvons écrire une

formule générale pour sa dérivée de Lie [3]
o
o
o _FCR BFy . %
5 2, g PR W «

N . . o @ .
De nos hypothéses sur L il vient (“QAQ =0y QQ) :



= «y . 9L L oL
OsgL_Qa(Li ) = dipéegdp+—$8upA+-—~ L ‘PA,,""%:(LF,"‘),

o
ou
QL A L x
D 8ap P A A, o A
%
Cette identité contient les composantes du champ & , leurs dérivées premiéres

ot secondes. Les coefficients de ces différents termes doivent s'annuler sépa-

rément ; on obtient donc trois systimes d'identités [4]

(4) s P¥ 20,
3
(5) e =l 4 vy smm/ +Fp e, ,
A A B
(6) V{BTQ{S = LV, + Vo (Th By %B) .
: ER B g _— .
Tei, S, , T 0 et &} sont (les composantes) des densités tensorielles

de poids +1, dont le caractére tensoriel est indiqué par le nombre et la posi-

tion des indices. Ces quantités sont définies par

R 2L B3
(7) S = tpAY P LfDB ’
op _ , 0L
(8) I = =2 Begp 5
R QL ) B
(9) t S = Tor Vo 0, - L0« -

Dans le cas d'un lagrangien plus général, (1 a), la définition de T X
doit 8tre remplacée par
[+ 8 ?
(8a) R O
gd[?}

dont (8) est un cas particulier. Les autres définitions et les identités
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subissent des modifications approprides.

. Nous allons définir encore deux densités vectorielles

¢ _ m¥ E] o(__’a_'I__,__ o
(10) 1% =1%%E et t% =53 £¢A_L£ )
1 ox
’ . . A >
Si les équations du mouvement sont satisfaites, L =0, et [ est

un vecteur de Killing.

Vi 5 0
on a les lois de conservation
) ¢ [r S S
(11) 0,T" =0 et Q.t% =0 .

Par intégration sur une hypersurface L orientée dans 1'espace et sous des
hypothéses convenables sur le comportement asymptotique de tpA , on obtient

les constantes du mouvement,
& I
(12) Jo%as, et jt as, .
% 2

Ces deux lois de conscrvation sont mutuellement équivalentes dans le sens que

P* et t ¢

diffeérent par un rotationnel,
Y
(13) P& =¥ +@g (E sw“ﬁ ) .

& Foad : ; p ;
Le tenseur T g,/V{g} s qu'on appelle le tenseur metrigue d'impulsion-€nergie,

est invarient par transformations (2) ; donc T % jouit de la méme propriété.

Par contre, % et le tenseur cancnigue téf /V{g{ dépendent du choix parti-

culier de L. On ne peut pas attacher de signification physique & la distri-

bution locale d'énergie ou d'impulsion donnée par e, Néanmoins, £

*

et T donnent les mémes valeurs pour les quantités totales, donc 1l'intégrale.
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| t®asg
L
est invariante par les substitutions (2).
e
L'interprétation physique de (12) dépend du caractére géométrique de & .

e
Dans l'espace-temps de Minkowski, en choisissant pour & les 10 solutions in-

dépendantes de l'équation de Killing on obtient les lois de conservation
habituelles.

Exercice. En théorie de la relativité restreinte, derire les équations
du wouvement et un principe variationnel pour la théorie classique des parti-
cules & masse nulle et spin deux. Calculer le tenseur symétrique et un tenseur
canonique de l'¢énergie-impulsion, discuter 1l'invariance de jauge-de 1'énergic
totale [5]. Généraliser cette théorie & un espace de base riemannien et noter
la différence entre cette généralisation et celle de la théorie de laxwell.

9. Lois de conservation en relativité générale. La relativité générale ecst

une théorie relativiste de la gravitation dans laquelle on identifie le tenseur
nétrique g0<@ avec les potentiels gravitationnels et on postule que les

équations d'évolution s'obtiennent en variant 1'action
(14) W+ W
g

par rapport aux variables "matérielles" q%& et gravitationnelles gmB .

Nous supposerons que 1'intégrale d'action gravitationnelle Wg egt de la forme

A 5 0({3) ax

et que G est telle que les équations de la gravitation sont invariantes par

(15) Vp= | ey Oy bup Py Byt
9,

transformations de coordonnées. Par exemple, on obtient la relativité générale

d'Einstein en posant

(152) G=-1—61-E gl R



i

B

ou bien

- e Viel &P ({GH\S&L@,\]; a?,}iux})

Si 1l'on écrit

oW
(16) GO<s3 = - 367["'5‘"5 y
def Ee

Les équations du champ gravitationnel, obtenues i partir de (14), sont

(7) P sane®P -0,

Ltidentité fondamentale pour Wé est de la forme

o P _
et 1'identité de Bianchi qui s'ensuit est

(19) A ¢* P

On obtient donc une loi de conservation impropre

o =
(20) 9, 8%=zo0

S

ou

est une densité vectorielle qui peut &tre représentée comme le rotationnel d'un

superpotentiel [3]. En vertu de (17), €9m‘ peut s'derire

T®est une densité vectorielle qui peut &tre interprétde comme décrivant la

densité de 1'énergie ou de l'impulsion gravitetiomnelle. HMais il faut rappeler

encore que s dépend du choix particulier de G et n'est pas invariant

Par les transformations
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G_9G+@q§<.

11 n'est donc pas possible de localiser l'¢énergie gravitationnelle : ceci est
une conséquence du formalisme, si 1'on accepte le point de vue sur la relativité
générale exposé au début de ce paragraphe. Toutefois, moyennant des hypoth&secs
approprices sur la topologie de V, et sur le comportement asymptotique du

4
champ il est possible de définir 1'énergie (1'impulsion, etc.) totale comme

fe%as, .

X
L'étude des conditions sous lesquelles cette expression peut &tre considérée
comme une énergie totale du systéme gravitation-gatidre a fait 1l'objet de
plusieurs travaux [6]. A

Les physiciens se sont donnés beaucoup de peine pour détruire le caractére

géométrique simple de @“ - 8¢ () et T%=7 « (£). Un procédé efficace
pour le faire est de remarquer que les identités (18) et (20) restent vraies
néme si les im ne sont pas des composantes d'un champ vectoriel et d'uti}i~

e X
ser pour les £  des objets bizarres. Souvent on prend guatre objets i(ﬁ)

dont les "composantes" sont des scalaires ; par exemple
fos

E’([3)

dens tout systéme de coordonnées. Le tableau de 16 nombres (par point) définis

o
= 6{5 ’ X sﬁ :0:1’293

dans chague systéme de coordonnées par

TG[: = TB(E,(Q())

est appelé un pseudotenseur [6], [7]. En conséquence de (20) il satisfait a

GDB('TO? + Tof;) =0,

Une autre possibilité est d'ajouter i T a7

3
&

le rotationnel d'une
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matrice antisymétrique qui n'est pas un tenseur.

Les pseudotenseurs sont utilisés toujours en conjonction avec des condi-
tions sur le systéme de coordonnées. On comprend aisément qu'il n'y a pas de
différence réelle entre ce procédé et celui qui utilise une densité vectorieile

t% (%) avec un champ vectoriel E donné. Etant donné que c'est seulement
l'énergie globale qui compte, on voit facilement qu'il suffit de préciser le.
systéne de coordonnées ou le champ ~E 4 1'infini spatial d'un systéme gravitant
isolé. "

Tout ce qui a été dit ici au sujet de 1'énergie gravitationnelle était
fondé sur l'hypothése qu'il n'y a pas dans 1'espace-temps d'autreq structures
géométriques définies localement, que celles induites par la métrique rieman-

nienne. Récemment, un certein nombre d'auteurs ont suggéré la possibilité

d'introduire des gtructures géométrigues additionnelles afin d'obtenir une

énergie gravitationnelle localisable [8], [9] (voir aussi un travail antérieur,
[10]). Le probléme important de 1l'interprétation physique de ces éléments
nouveaux ne semble pas avoir été résolu. Une autre possibilité est de définir
une énergie gravitationnelle localisable & partir de certaines constructions
globales dans 1'espace-temps [11],

Bxercice. HMontrer qu'on peut obtenir [12]

x  \lal [p,x]
8 =RV Vg

& partir de 1l'action gravitationnelle avec G donnée par (15 a) [13].

10. Particules ponctuelles monopolaires relativistes.

Supposons que nous voulons décrire en théorie de la relativité des parti-

cules ponctuelles simples qui se meuvent dans une variété V# donnée et dans
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un champ LPIA(x) donné. Soit x%=z%()\) 1'équation de la ligne d'univers

atune telle particule. Le vecteur unitaire tangent & la ligne d'univers est

_az® _ ag® g

(04
l 2 “ds T 4N ds

d32 = g(xﬁdzcx &zﬁ o

Supposons que les équations du mouvement d'une telle particule dérivent de .
1taction [14]
ot
(21) Wp:- j A (B, LPA(Z))ds
oh /\ est une fonction scalaire dont la forme ne dépend pas du systeme de

coordormées. Pour appliquer les méthodes habituelles du calcul variationnel,

le principe de la moindre action pour (21) doit &tre écrit comme

S j;\ 2 az¥ aA ds 4 S &
L N T @ AR =0, avee 52T (R)) =0 =38Ry,
1
A comme fonction de 2% est définie seulement sur 1'hyperboloide~unité :
Ad
Edé =1, Introduisons la continuation A de A sur un entourage de cet

o
hyperboloide :

AG®, e, @) s =AEY, 0) .

Pour simplifier la typographie des formules nous écrirons A (uo'; s \0 A) au

[a¥]
lieu de A (ue< , P A)' Les équations du mouvement sont

(22) A =0

[ ]
A ju=g

A

ou



QN
(23) Ao = =2 -2V @,
“gep s * T 0P A
bt
POA @ A
(24) P, = (A- u Ju,, +
mdef @uﬁ * ":)uo‘

i
el
>

(25) £ (p8")

5 Bl o

Si les équations du mouvement (22) sont satisfaites et & est tel que

c;E‘PAxO et cfgdﬁ:(),

nous avons une loi de conservation

P £ “ . congtante.

Dans le cas ou les symétries constituent un groupe G I} dont les opérateurs

infinitésimaux sont

o
Ay =5y Da B

)\:1,---,-9 ; 0(':0’1,2,3

on peut former ‘? constantes du mouvement indépendantes

t., of £
= const., ol = .
Py Py =Py
le crochet de Poisson de deux impulsions pPL et py est
s 8 Lov A =1 £
Ppspy -—C%‘vafx 4 sV, =100, L,
ol les CH\J) sont les constantes de structure de C—_@
A
XyXy = XyXy=ciyXy
Exercice 1. Démontrer 1'identité A o o uep = 0 et établir son
origine.
DP
Exercice 2. Démontrer que det ( 7 ) £ 0 & condition que

ou U=z



s 8w

£0 .

u=z
On peut donc localement résoudre 1'équation (24) pour uS et obtenir

xR
u0< =T (P,Z)‘

Exercice 3. Sous les hypothéses de l'exercice précédent, si
_ ot A 5 * [
H(Z,p) def [2(/\ - gu(s u )(g“r_su L 1)]U.$U L

les équations du mouvement (22) sont équivelentes &

en  a® nE P«

{()poc"' ds ’ {azo( - ds ] H(pr) =0 .

11. Le r8le singulier des équations du mouverent en relativiié générale,

I1 est facile d'écrire formellement les équations pour le systdme : particules
ponctuelles - champ Y - gravitation en relativité générale. Pour le faire, il
suffit d'admettre que l'action est donnde par (14) o W est maintenant somme
de l'action pour le champ et pour les particules, Dans le cas d'une seule

particule on peut éerire

(26) W= j (L-jcJD A S (z=z)ds)ax ,
Q .

®
oi L et A ont la méme signification qu'avant ; &5 (x) est la "fonction" de
Dirac en quatre dimensions. Les équations différentieiles qui résultent de W
doivent donc &tre interprétées comme des équations aux distributions. Malheu%eum
sement, une théorie mathématique satisfaisante de telles équations existe seule-
ment dans le cas linéaire (voir, cependant, [15] et [16]). Les systémes d'éqﬁations
qui résultent de (14) sont toujours non-lindaires et cest pour cela que, pour le

moment, og n'y peut attacher qu'une signification formelle.
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Les équations du champ Y sont maintenant

(27) L™=

hJ

ou

A e
o= S(x-z) ds .
def S D 19

- ®

In désignant par T o la densité tensorielle de 1l'énergie-impulsion du

systéme champ-particule,

P =-2—§*‘"1~ =-2"§*5‘" +fo (/\-{af\ ué)é“%pé(x—"a)-ds ;
€ txp J - ou

1'1dent11:e de Bianchi généralisée s'éerit

Vlg (LA- J'A) 1‘5 )+ (L - ] )V P, - f /\ S5(x-z)ds = 0 .

A condition que 1'équation (27) soit vérifide,

3 ‘
VF’TC)( =0 &5 Mg .

(Tm -

En relativité générale, il s’ensuit de (19) :

P o _ane®P S Va TQ(G =0

et on a le résultat fondamental : les dquations du champ gravitationnel (17)

avec les équations des champs "physiques" (27) entrainent les équations du mouve-
ment des particules (22). Ceci peut &tre formulé mathématiquement comme suit :
il suffit de rendre 1'intégrale d'action (14) stationnaire par rapport aux
variations de 8o f3 et \PA pour qufelle soit aussi stationnaire par variations

des lignes d'univers des particules. Il est facile de comprendre la raison de

ce fait fort intéressant et important [17], [3], [14], [15]). Il est df & ce
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qu'on varie 1l'action par rapport aux dix composantes du tenseur métrique tandis
que geulement six d'entre elles suffisent & déterminer la géométrie.

Pour élaborer ce point, considérons un domaine $? d'une variété différen~
tiable X, rapportée & des coordonndes locales x°<. Soit g » B(}c) un champ

de tenseurs métriques défini sur $ qui rend stationnaire 1'intégrale d'action

(28) 1 [ VT R
Q

et satisfait & la condition aux limites au bord de Q .

o
8«3 iF,Q= B
Si 1l'application N

(29 a) * L %% = %)

transforme biunivoguement $ sur lui-méme et

| o Q"

60:
(ng) £ ]ngx ? O: (3 :

’Dxﬁ Y,

le champ écx[g(x) défini sur § par

i Y
(29 ) ) = By B) 2 2
X X

satisfait & la méme condition aux limites que gy ﬁ(x) et rend stationnaire
l'action (28). Les géométries induites dans §) par 5., ﬁ(x) et g, f?’(X) ne
différent que par une transformation ponctuelle. Introduisons en plus une
courbe régulidre C contenue dans ) dont les extrémités se trouvent sur
B . Soit x%=2%()\) 1'équation de cotte courbe ; on 1l'interprétera

comne la ligne d'univers d'une particule ponctuelle. Pour des raisons de sim-

Plicité considérons une particule neutre de masse m ; ltaction totale s'écrit
b
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(30) —-—:t-j lg] Rdx -m J ds .
C

D

Soit gmp(x) le champ qui rend statiomnaire la somme (30). Le champ édﬁ(x)
défini & partir de gm(g(x) par (29) donne la méme valeur au premier membre de
(30) mais 1'intégrale ds dépend de la métrique. (Exemple : comparer les
deux métriques plates, gsz = dx2 + dy2 et dsz = dx2 + x2dy2 définies sur
{-1 <X <1, =@y 400} et la longveur de la ligne x:-jé*, L&Y L1
dans les deux cas). Autrement dit, les équations aux variations déterminent non
seulement la géométrie de (! (qui est invariante par gQ{@ engQ@) mais aussi

la monidre dont le tenseur métrique est introduit dens . On voit facilement

que le changement go<[3 S8 g est équivalent & la variation de la ligne C :

T = FNA)
ici les fonctions EO(()&) sont définies par £%(Z) = 2% . Pour satisfaire
au postulat que l'action totale (30) soit stationnaire par variations de g“{a
on doit faire deux choses. D'abord il faut choisir une géométrie, c'est-a-dire
une classe d'équivalence des champs tensoriels go(p définis sur 2 , deux
champs appertenant & la méme classe si et seulement s'ils peuvent 8tre liés

par (29). Ensuite, un g(x[?) de cette classe est déterminé par la condition

qu'il rende stationnaire l'intégrale
-m j ds
G

étendue sur une ligne d'univers donnée C, Puisque les changements
8 p iy gcxp sont équivalents aux variations de la ligne d'univers, il

est clair que si 1'action est stationnaire par rapport & ces changements, elle
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est aussi stationnaire par variations zC*_€> 2 ¥ et ceci entratne les

équations du mouvement (22),
Exercice [18]. En relativité restreinte, déduire les équations du mouvement
des particules 2 partir des équations du champ (27) et des équations

éw/ﬁgm@= O obtenues en variant le champ g B restreint & RQ‘B-K 5= 2

III. FQUATIONS DE HAMILTOW

12. Egquations de Hamilton dans une théorie réguliére du champ. On connaft
bien le r8le impostant du formalisme canonique pour la quantification des
théories physiques. Originalement, ce formalisme a été Stabli en mécanique
classique pour des systémes & un nombre fini de degrés de liberté.” Il a été
généralisé ensuite pour le cas d'une théorie régulidre du champ. Dans la
plupart des travaux, les équations de Hamilton pour le champ sont écrites sous
une forme non-tensorielle, dépendant d'une fagon explicite du systéme de
coordonnées locales. Ce paragraphe est consacré i une formulation géométrique
des équations canoniques de Hamilton pour une théorie simple du champ.

Comme au chapitre précédent, nous désignerons par 9, les composantes
naturelles d'un champ de densités tensorielles et par éELPA ~les composantes
de sa dérivée de Lie par rapport & un champ vectoriel E . Les équations du
champ dérivent de l'action |

W: f L(XQ(yLPA 7LPA )dx!
Q (0.8

ol \PAQ( :’qx ?A et L est une densité scalaire de poids + 1. On suppose

que l'espace-temps est une variété différentisble X4 munie de deux structures

géométriques suivantes :




wi BT
19 une famille d'hypersurfaces L dont les équgtions sont
o (x) = constante.
Les hypersurfaces ne s'intersectent pas et sont telles que par chaque point
de X, posse exactement une hypersurface.

4

2° une congruence des lignes transversales aux hypersurfaces Y . Cette
Y
congruence définit un champ de vecteurs tangents & qu'on normalisera de fagon

que
o owd oli o= =9, 0
L %= w= Yo .
Nous supposerons gue la théorie est réguliére et que les 2. ne sont pas

caractéristiques :

2
oL 9% 93) #0  pour tout xe€X

(1) dEt(m{g 4

Ces hypoth®ses assurent que le probléme de Cauchy peut &tre formulé sur chague
L et qu'il a une solution localement unique. Comme données de Cauchy on
peut prendre les valeurs de KQA et :;E tQA sur L [19]. Alternativement,
si 1'on introduit les "impulsions"

nh = x A%

h Y o A m
T ol b =) L/D l{JA“ ’
def .

les deux champs

LpAI): et TiA 5

constituent un systdme complet de données de Cauchy. Considérons 1l'intégrale

étendue sur L

-

(2) B= f ("!IAO‘E‘[PA - L){“ds@ (as, = dx dx“ax”, ete.),
Lz

qui, avec la définition (II1,10), peut s'écrire



o P
H:‘f t7as,, .
L
1a valeur de cette intégrale est une fonctionnelle de Y N 3 et
ﬁAiE , Symboliquement
E=HX;p;n].
Soient  d¢, et 6I[A deux champs définis sur L oeta support compact.
Nous définirons OH comme la partie principale de
H{ L ;0+0y;mn+ 0] - HT ;5 1]

et 1'écrirons comme

oF:t OH Ay,
§H=g (o, o4+ og Ohe e, -

cette dernitre Ggalité Stamt la définition de  OR/3¢, ot OH/Ex™ . un

calcul direct, & partir de (2) montre que les équations de Lagrange g ,

sont équivalentes aux équations canoniques de Hamilton,

e A__OH
fLPA"‘éﬂA_’ i“: e LPA

Puisque dS < _-+| =0, on peut écrire
Bl

£

. & _ P o

deSM—EJvﬁi ds o
L

pour tout champ de vecteurs J

Etant donné deux fonctiomnelles de Y.

A
¢ .
LQAlE et ! fy de la forme
J:Jj“ds, et K= [k“ds
o 8 o «
L L

on définit leur crochet de Poisson comme



< P

ST _K 0 Ok &
K} = - : as .
(4) {7k} %’(5@A seh  onh oW Ve,

Dans le cas trés simple ob 3 % = 3% ( i\oﬂ ,TIB), il résulte de (3) que [20]
aJ
(5) . - {J,H} R

13. Dynamique généralisée de Dirac., La nécessité expérimentale de quanti-

fier le champ électromagnétique et les spéculations concernant la possibilité
d'une théorie quantique de la gravitation ont attiré l'attention des physicicns

ou probléme du formalisme canonique pour des théories singulieres du champ [5],

[21]. Ce sont des théorics dont les équations ne satisfont pas a la condition
(1) pour aucune hypersurface L . Il a été reconnu par Bergmann ™ [3] que, dans
tous les cas intéressants, la singularité d'unc théorie est li€e a son inva-
riance par rapport & un groupe Goo de symétries. Bien que les équations singu-
lidres se présentent en premier lieu dans le cas des champs, nous nous restrein-
drons ici, pour des raisons de simplicité, aux théories singulidres & un nombre
fini de degrés de liberté [22 |, Nous étudierons les équations de Lagrange

et de Homilton pour un modéle mécenique d'une théorie singulidre de champ.

Afin de donner le formalisme canonique d'une théorie telle que la théorie rela-
tiviste de la gravitation, il faudrait adapter la méthode géométrique du paré_
graphe précédent au cas singulier. |

A, Portie géométrique.

Nous considérons un systéme dynamique dont 1l'espace des positions est une
variété différentiable & n dimensions, Q. Les coordonnées locales d'un
point q de Q seront désignées par ¢ = (qi,..., qn). En outre, nous in-
troduirons un espace fibré X, dont Q est 1'aspace de base et qui consist;

en des vecteurs contravariants et covariants tangents & Q [23] ,



X = (T & T¢),
oM

Un é1ément de X est déterminé par un point qeQ , un vecteur contravariant r
et un vecteur covariant p, tongents en q et Q. Dans le systéﬁe de coordon-
nées induites en X par les coordonnées qa de Q@ , les coordomnndées d'un
point de X sont

1 n 1 n
(q ,...,q,r,-..,l‘,P,t,.--, Pn)l

L'espace de phase P est 1'espace fibré des vecteurs covariants tengents a Q.

Le systdme mécanique est défini par la fonction de Lagrange L, définie

sur X et indépendante de p : L(q,r). Les équations

DL
(6) Pa"' a‘_“o ’ a=1y.000yn
far

définissent une hypersurface & 2n dimensions, [] € X. Si (q,r,p)ell

on peut définir la projection de ] sur P par

proj (q,r,p) = (g,p) .

La géométrie de proj [|] dépend de L ; nous supposerons que L est une

=z
fonction de classe C° et que la matrice de Jacobi, ®2L/@ra’c)rb , est de
IaIlg N (m=0,1,.;.,!1) ]

5
iR,(Jag;L-g) = n-m
Dr Qr

La projection de [1 sur P est, sous ces hypothéses, une variété différentia-
ble & 2n-m dimensions. Les dquations de cette variété considérée comme sous—

variété de P, peuvent &tre écrites localement comme

(8) \P{J (Q;?)"—'O ’ U.=1,...,m 5



wy B

ou les fonctions {Pii sont réguliéres et telles que
ORT) )

R =Ly =n

{a pa

La théorie non-singulidre correspond &4 m = 0 ; dans ce cas la projection de

1 se confond avec P et les équations (6) peuvent &tre résolues par rapport

by

& r®, Dans le cas général, les équations (8) sont appeldes les contraintes

canoniques {primaires). BEn X , elles définissent une varidté qui contient [] :

L _
Lpu([b DY (Cirr)) -
Par différentiation, on en ddduit
20 9
T T *
(10 a) =t 5 = = 0 ,
D9 Py aq or
00 .
L N
(10 b) 3 = = 0 .
Po» 2rf0r
Introduisons sur X 1a fonction
a
(IH) G(q,r,p) = Par "L(Qur)
def
et calculons sa différentielle sur |1 .
aG 1 = r° dpa - QDI; dqa 3
' Dq

I1 en résulte que G sur 1 ne dépend pas de r et on peut donc trouver une

fonction H(q,p), définie sur P (et par cxtension sur X) et telle que

Sy =8 -

Puisque la différence G-H est constante sur || , il doit &tre possible de

trouver des fonctions f(q,r,p) telles que
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a(G-E) = £ a(p_ - 2L
a a
Dr
identiquement sur 1 . On en tire
2
(12) ra @H _fa _@_L_ +_@_§; ‘—fb 9 L
= = : = T
’apa @qa @qa Qqa,ar
et
%L b _,
a..b -
DrE DT

De (7), (9), (10 b) et (13) il résulte qu'il existe des fonctions

U}l(q,r,p) telles que

2 9% _
ol U
0p,
et les dquations (12) deviennent
VP .
a YH g
(14) ro= + =T
9p,  9p, ’
RV .
(15) KDL. __®H HUP .

a

2q° Qq >q”

Etant donné un L(g,r) qui satisfait & (7), on peut trouver : m équations
de contrainte (8), une fonction de Hamilton H(g,p) et m fonctions Uii(q,r,p)
telles que les équations (14) et (15) soient satisfaiﬁes sur {1 . 11 est clair
que dans le cas général (m# 0) ni H ni "{J'ph ne sont déterminées d'une
fagon unique par L.

B. Les équations de Lagrange.

Les équations du mouvement qui découlent du lagrangien I(q,§) ,

(16) L =0

N

ou
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(17) Ln - _@ﬁ@. _-g__@_.i.'_’

o8 a
a dt _.a q" =dq /at
def QDq 29

peuvent &tre écrites sous la forme équivalente

(18) =0 ,

(19) 3= 2L (qn),
04
DI,

(6) P, -;c*;r'a (gyx) =0 ,

Ce sont des équations de premier ordre ; l'ensemble des fonctions q?(t),
(), pa(t) qui en est une solution définit une courbe (trajectoire) continue
dans [1 . Le probléme qui se pose au sujet du systéme (18), (19) et (6) cst
le suivant : sous quelles conditions et combien a-t-il de solutions correspon-
dans aux données initiales g (0), r(0), Pa(o) ? Il faut remarquer que dans
le cas singulier les équations du mouvement peuvent n'avoir aucune solution :
par exemple, tel est le cas pour le lagrangien L = q1.

Le point initial de la trajectoire, qa(O)i ra(O), pa(O), doit nécessaire-

r
1
i

ment appartenir & il ; on peut alors calcu’or éa(O) et ﬁa(O) a4 partir .
de (18) et (19). Pour obtenir fa(O), il faut différentier (6) par rapport

a t; il vient

2 2
(20) ‘aaL bfb=_ @aL brb+®La.
DT DT 0T Dq D49

D'aprés (11 b), pour que cette équation ait une solution, il faut que

(21) @:H(q,r) =0 ,

X,

ou
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P (q,r) = —Lff 2B +3ﬁ—l;' 3
B0 O%in  ad® gd® N
Les équations (21) constituent des contraintes nouvelles ; en particulier les
données initiales q(), r(¢), p(G) doivent satisfaire 3 (21). Les contraintes
(21) apparaissent dans une formulation purement lagrangienne d'une théorie
singuliére tandis que les contraintes (8) sont lides au formelisme canonigue..
Il se peut que les relations (21) différentiées par rapport & +t donnent
de nouvelles restrictions pour o ; ces équations & leur tour peuvent dommer
lieu aux contraintes additiomnelles pour les q et r, Ce procédd doit &tre

continué jusqu'z ce qu'on aboutisse & un systéme complet des équations du mou-

vement et des contraintes, que nous appellerons les contraintes lagrangienncs,

ou aux équations contradictoires,

C. Dynamique invariante par rapport & un groupe Goom f

Afin de pouvoir dire quelque chose de plus précis sur le probléme initial
pour les équations du mouvement (16) nous ferons des hypothdses additionnellcs
sur l'origine de la singulariié de la matrice QDQL/GDraQ}rb. Nous supposerons

que l'action f L(q,@)dt est invariante par rapport & un groupe continu

Ga:m tel que, dans la notation du premier chapitre,

% tt . '
(22 a) J % uadar=[ 2 [L(an,4}) + Klav

T o

1 1
(22 v) 5*t=T{La“(t) , R oot B 5
(22 ¢) 5q” = Lpﬁ (0,0)at (8) - 55t

(22 a) 5K = Mu(q,d)é“(t)- ‘
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(22 e) j{(tpi) =% u
W

' a
Ici, les T gont des constantes et les fonctions a' , ¢

t t

dépendent des arguments indiqués. Les hypoth&ses sur le groupe de symétries

ont été choisies de telle fagon pour qﬁe 1o dynamique en question puisse &tre
considérée comme un moddle des théories des champs singulidres qui se présentent
en physique.

De (22) on tire 1'identité fondamentale

Ou
5¢”

Les fonctions a¥t étant arbitraires, on en obtient

0 .

1]

L, 5 i (L6’*t+ S5¢% + 85K)

L .a. s
(23) (L”‘”@.aQ)‘u“PuLa = 0,
d a %! -
(24) g;(‘PpLﬂ)+ Ty d L. 0.

De 1'identité de Bianchi généralisée (24) et tire facilement

b Q%  _
ip{l a, b o .

CLNOL

2
Compte :enu de (22 e), on a ﬂ{f ) ¢ n-m , Nous supposerons que
O'a/“).b ~
(@L =N = ,
’f)fi@

I1 en résulte que la théorie admet m contraintes (8) et qu'il existe une

matrice non-singulidre d'ordre m, soit NEi(q,é), telle que

Yoo, paT(;—I} £,V = 1,uee, m.
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Si l'on tient compte de

m
4) (Qs(.l) =L r
t & 0P, |2
24
1'identité (24) peut s'écerire
____d- \) 1 o O o
Cette équation signifie que le systéme

est en involution (Cartan) : il suffit de satisfaire nppz 0 initialement pour

qu'il existe une solution de La =0 et pour que cette solution satisfasse &
¢{L= 0 pour tout t. Autrement dit, en différentiant ¢EL: 0 par rapport &
t, on obtient des équations qui sont des conséquences de (26). Ceci est a8
& ce que la loi de transformations infinitésimales (22 ¢) ne contient pas de
dérivées de ap' d'ordre supérieur & un.

D. Eguations canoniques.

Dans le cas général, &tant donné les contraintes lagrangienmes
(Pp(q,r) = 0,... et 1'équation de {l , il se peut qu'en éliminant les va-

; a ‘ . . 3 : ;
riables r  entre ces équations on obtienne des contraintes canoniques secondai~

res, %ic (q,p) = 0. Dans le cas spécial de la dynamique invariante par rapport
au Goom défini par (22), il est possible de donner la forme précise de X

et d'établir un théoréme sur 1'équivalence des équations de Lagrange aux
équations de Hamilton généralisées.

En effet, de (23) et (11) il résulte



g

(20§ gy=r, 2 2o
jLyy P'Qﬁa

=T G(Q.!C.l: '@-%') s T H(Cl; Q.L')
D4 gl

et 1l'équation des contraintes secondaires est

(28) X p_(q,p) = T{lﬂ(q,p) =0 .

Retournons maintenant au probléme des équations de Hamilton pour la
dynamique invariante. De ce gque nous avons dit au paragraphe précédent et des
équations (6) et (14) - (19) il résulte que, Stant domné une solution gq°(t)
Qu systéme (26), il existe m fonctions u (t) telles que (t) et

pa(’c) = RL/D qa satisfont &

o on &%

(29 a) = +u ,
° T op, 2P,
9,
(29 b) p =2 b L,
04 Da
2 ,p) =0, layp) =0
(29 c) L(JEL(q p) X ¥L(q p)

Nous appellerons 1l'hypersurface canonique le sous-espace de P défini par les

contraintes canoniques (29 c). Au sujet du systéme (29) on peut se poser lecs
questions suivantes : a-t-il des solutioné ? que peut-on dire sur les

u*L(t) ? est-il vrai qu'une solution de (29) satisfasse aux équations de
Logrange ? Pour y répondre, il faut tout d'abord vérifier que les contraintes
(29 ¢), différentiées par rapport & t, ne donnent pas de restrictions addi-

»

tionnelles sur §¢ et p . On trouve




Siaree
wuz{‘?{l;ﬂ}-buv {{PLJ.’LPV} -

En différentiant (q,r) par ropport & r~ il vient

Pb, 2
) _
o> PP N ATRR Y

K

et en utilisant (27) et (28) on en tire que

L #yg =0

sur 1'hypersurface canonique. D'une manidre analogue on montre que sur cette
méme hypersurface
[LPWH} =0.

I1 s'ensuit que si 1'on donne un point q™(0), pa(O) appartenont &
1'hypersurface cenonique, on peut toujours trouver une solution de (29) qui
passe par ce point ; cette solution est déterminée d'une fagon unique par
q*(0), pa(O) et les m fonctions gtL(t) qui peuvent &tre choisies arbi-
trairement. On peut aussi montrer que les fonctions qa(t) ainsi obtenues
satisfont aux équations lograngiennes (26). Donc, le systéme (29) représente
une généralisation satisfaisante des équations canoniques de Hamilton.

Exercice [24]. Développer une théorie des transformations canoniques

pour la dynamique invariante par rapport & un groupe Goom .
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